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OZET

BiR COVID-19 YAYILIMI MODELININ STOKASTIK DAVRANISLARININ
INCELENMESI

Bu tez calismasinda literatiirde var olan bir deterministik diferansiyel denklem
sistemi kullanilarak COVID-19 hastaliginin yayiliminin  stokastik davraniglar
incelenmektedir. Ahmed vd. tarafindan yayimlanan modele stokastik giirtiltii
eklenmesiyle olusturulan stokastik sistemin analizi ile hastaligin yayilimindaki
rastgelelik ele alinmaktadir. Kaynak model karantinadaki ve hastaliga maruz kalmis
bireylerin yan1 sira belirti gosteren ve gdstermeyen bireylerin temsil edildigi alti
kompartimandan olusan yapisiyla literatiirdeki diger COVID-19 yayilimi
modellerinden ayrismaktadir. Bu modelin stokastik analizi ile hastaligin toplumdaki
ilerleyisinin farkli bir sekilde incelenmesi amaglanmaktadir. Olusturulan stokastik
diferansiyel denklem sistemi literatiirde yaygin olarak kullanilan Euler-Maruyama ve
Milstein yontemleri ile ayr1 ayri sayisal olarak incelenmektedir. Kompartimanlar i¢in
elde edilen sayisal ¢ozlimler araciligiyla ortalama stokastik ¢oziimlere ulasilarak bu
¢Oziimlerin deterministik modelin ¢6ziimleri ile karsilagtirilmasi sonucunda hastalikla
ilgili rastgele yap1 analiz edilmektedir. Deterministik model i¢in kaynak calismada
verilen lireme katsayisi bilgisi, ortalama stokastik sayisal ¢oziimler, farkli stokastik
yontemlerle elde edilen u¢ degerler ve ¢oziim grafikleri gibi farkli gostergelerin
incelenmesi ile hastalik yayilimimin stokastik yapisi ele alinmaktadir. Ek olarak
stokastik simiilasyonda kullanilan yontem, tekrar sayist ve diflizyon katsayilarinin
degistirilmesi sonucunda elde edilen ¢oziimler ele alinmaktadir. Olusturulan stokastik
modelin incelenmesi asamasinda bu bilesenlerde yasanan degisimlerin birbirleri ve
deterministik ¢6ziim ile karsilastirilmasi sonucunda stokastik sistemin detayli bir
analizi hedeflenmektedir.

Anahtar Kelimeler: COVID-19, Matematiksel Modelleme, Stokastik Giiriiltd,
Stokastik Diferansiyel Denklem, Simiilasyon



Recep Tayyip Erdogan University Institute of Graduate Studies

Department : Mathematics
Thesis Type : Master’s Thesis
Supervisor : Assist. Prof. Dr. Zafer BEKIRYAZICI
Author : Ayhan ONEN
Year 12023
Pages 274
ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE STOCHASTIC BEHAVIOUR OF A COVID-19
TRANSMISSION MODEL

In this study, the stochastic behavior of the spread of COVID-19 disease is
examined by using a deterministic differential equation system available in the
literature. Using the analysis of the stochastic system obtained by adding stochastic
noise to the model published by Ahmed et al., the randomness in the spread of the
disease is discussed. The source model differs from other COVID-19 transmission
models in the literature with its six-compartment structure, in which quarantined and
exposed individuals, as well as symptomatic and asymptomatic individuals are
represented. With the stochastic analysis of this model, it is aimed to examine the
progression of the disease in the population in a different way. The obtained stochastic
differential equation system is numerically analyzed by both Euler-Maruyama and
Milstein methods, which are widely used in literature. By means of numerical solutions
obtained for the compartments, the average stochastic solutions are found, and these
solutions are compared with the solutions of the deterministic model, and the random
structure related to the disease is analyzed. For the deterministic model, the stochastic
structure of disease spread is discussed by examining different indicators such as the
information from the basic reproduction number given in the source study, average
stochastic numerical solutions, extreme values obtained by different stochastic
methods, and solution graphs. In addition, the solutions obtained from changing the
method used in stochastic simulation, the number of repetitions and the values of the
diffusion coefficients are discussed. During the examination of the obtained stochastic
model, a detailed analysis of the stochastic system is aimed through the comparison of
the changes in these components with each other and with the deterministic solution.

Keywords: COVID-19, Mathematical Modeling, Stochastic Noise, Stochastic
Differential Equation, Simulation.
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GIRIS

Bu ¢alismada literatiirde var olan bir deterministik COVID-19 modeli stokastik
hale getirilerek incelenmektedir. Stokastik modelin farkli yontemlerle ¢6ziimiinden
elde edilen sonuglarin kullanilmasiyla hastaligin  stokastik  davranislar
irdelenmektedir. Ik bolimde calismada kullanilacak temel kavramlar, salgin
hastaliklarin modellenmesi ve kullanilan yontemlerle ile ilgili literatlir ve stokastik

sistemlerle ilgili genel bilgiler sunulmaktadir.

Amag

2019 yilimin sonunda Cin’de baglayan COVID-19 pandemisi 2023 yilinin
mayis ayma kadar Diinya Saglhk Orgiitii (DSO) tarafindan kiiresel acil durum olarak
nitelendirilmistir. Bu hastaligin diinyadaki yayilimi ¢cogunlukla deterministik olarak
incelenmekte olup, dogal isleyise daha uygun bir sekilde stokastik bir sistem
kullanabilecegi diisiiniilmektedir. Bu amagla literatiirde var olan bir deterministik
sistem lizerinden stokastik giiriiltiiler kullanilarak bir stokastik modelleme ¢aligmasi
yapilmasi ve hastaligin diinya iizerinde yayiliminin stokastik incelenmesinin yapilmasi
amaclanmaktadir. Bu ¢alisma literatiirdeki deterministik modellerde g6z ardi edilen
rastgele dinamiklerin modellerde temsil edilmesi ve incelenmesi i¢in farkli bir bakis
acist sunacaktir. Stokastik diferansiyel denklemler kullanilarak COVID-19
hastaligmin yayiliminin modellenmesi ile hastaligin toplumdaki ilerleyisinde
yasanabilecek olas1 dalgalanmalarin daha etkin bir sekilde modellenmesi

planlanmaktadir.

Matematiksel Modelleme

Matematiksel model en genel anlamiyla karsimiza ¢ikan herhangi bir olayin
matematiksel kavramlar ve cesitli denklemler ile ifade edilmesidir. Matematiksel
model olusturma siirecine de matematiksel modelleme denir. Fizik, kimya, tip gibi
doga bilimlerinde, bilgisayar, insaat gibi miihendislik alanlarinda ve iktisat, sosyoloji,
siyaset ve finans gibi alanlarda yani sosyal bilimlerde de matematiksel modeller
kullanilabilmektedir.

Matematiksel model kullanilarak  karsilasilan  sistem veya olay

¢Oziimlenebilmekte ve bu sistem veya olay1 olusturan etkenler incelenip, sonraki bir



durum hakkinda tahminde bulunabilinmektedir. Olusturulan matematiksel modelin,
deney ve gozlemler yapilarak olayla uyumu olgiilebilmekte ve arasindaki uyusma
eksikligi giderilerek ilerleme saglanabilmektedir.

Bu sebeple karsilasilan olay ile ilgili veriler toplandiktan sonra sahip olunan
verilere gore denklem sistemi hazirlanip model olusturulabilmektedir. Denklem
sistemindeki parametrelerin degerlerinin belirlenmesiyle ilgili calisma yapilmasi
miimkiindiir. Modellenen olay deterministik veya rastgele olarak iki grupta
siniflandirilabilmektedir. Ayni kosullar altinda deterministik bir model belirlenen
baslangi¢ degerlerinde her zaman ayni sonuglari verirken, rastgele modelde rastgelelik

oldugundan ayni kosullar altinda farkli sonuglar ile karsilasilabilmektedir.



1. GENEL BiLGILER

1.1. Klasik Kompartimanh Modeller
SIR modeli salgin bir hastaligin yayilmasinin matematiksel olarak ifade
edilmesinde kullanilan bir matematiksel modeldir. Bu model 1916°da Sir Roland Ross,
1917 yilinda Ross ve Hudson, 1927°de Iskog¢ biyokimyact William Ogilvy Kermack
ve Isko¢ fizyolog Anderson Gray McKendrick tarafindan yapilan calismalar
sonucunda 20. ylizy1linin baslarinda bulunmustur ve bir¢ok hastaligin yayilimu ile ilgili
incelemelerin temelini olusturmaktadir. SIR modelinde topluluk 3 gruba ayrilir.
S: hastaliga duyarl kisiler (susceptible)
I: hasta kisiler (infected)
R: iyilesen kisiler (recovered)

sayisini ifade etmektedir.

Insanlar hastalikla ilgili durumlarina gére bu kompartimanlar arasinda yer
degistirmektedir. Hastaliga duyarli kisiler (S), bulasict bir bireyle temasta bulunup
enfekte olduktan sonra hastalanan kisi (I) kompartimanina gegmektedir. Enfekte olan
bir kisi hastaliktan kurtulmasi ile de iyilesen kisiler (R) kompartimanina gegmektedir.

SIR modelinin ilk asamasinda hastaliga duyarli kisiler  oraniyla hastalanirken
diger asamada hasta olan kisiler y oraniyla iyilesmektedir.

S?I7R

p her bireyin birim zamanda temas ettigi insan sayisinin hastalig1 bulagtirma

olasiligi ile ¢arpimi olan sabiti, y ise iyilesme oranini ifade etmektedir.

Bu ¢alismada SIR modelinin temel hali

s —psi
dt N’
dl  BSI
_:__)/'
dt N
dR _
ac 'Y

kullanilmaktadir. Bu {i¢ kompartimanin toplami, herhangi bir ¢ aninda toplulugun

toplam biiyiikliigiiniin (niifus) N oldugunu ifade eder.



S)+1(t)+R(t)=N

SIR modeli bu ii¢ kompartimandaki degisimleri modelleyerek bireyler
arasindaki yayilimini incelemeyi amaclayan bir diferansiyel denklem sistemidir.

SIR modeli ile hastalik hakkinda inceleme yapilirken toplulukta yasanan
degisimler uygun bazi varsayimlarla desteklenir.

SIR modelinde topluluktaki bireylerin hepsi S, I, R gruplarindan herhangi
birine ait olup, topluluk hacminin yeterince biiyiik oldugu varsayilmaktadir. Ayni
zamanda toplulukta yasanan dogum/6liim oranin esit kaldigi, benzer olarak goc
alip/verme oranin da esit oldugu kabul edilmektedir. Boylelikle topluluktaki birey
sayis1 sabit kalmaktadir. Son olarak hastalifa kars1 topluluktaki bireylerin dogustan
herhangi bir bagisikliginin olmadigy, hatta iyilestikten sonra kalict bagisiklik kazandigi
ve her bireye hastaligin bulasma olasiliginin esit oldugu varsayilmaktadir. Bu
varsayimlarla, bu gruplara dahil edilmeyen kesimin etkilerinin géz ardi edilebilecek
diizeyde oldugu sdylenebilmektedir (Bekiryazici, 2017).

Bu varsayimlarin gevsetilmesiyle SIR modeline yeni kompartimanlar
eklenerek gelismis varyantlari olusturulabilmektedir. Ornegin hastaligin yayilimini
azaltmak i¢in asilama yapilmasiyla V' (vaccinated) kompartimani eklenerek SIRV
modeli elde edilebilen modellerden biridir. Kizamik hastaligi gibi dogustan gelen
bagisiklik i¢cin SIR modeline M (maternally-derived immunity) kompartimani
eklenerek MSIR modeli gelistirilebilmektedir. Bir¢cok hastalikta bireyler enfekte
olmasina ragmen hasta olmadiklar1 i¢in modele E (exposed) kompartimani eklenerek
SEIR modeli elde edilmektedir. Hastalik sonunda herhangi bir bagisiklik kazanmadigi
durumlarda kiginin tekrardan hasta olma ihtimalinin oldugu durumlarda S
kompartimanina dénmesiyle SIRS modeli olusturulmaktadir. Hastaligin bulastigi
fakat hastalikla ilgili herhangi bir belirti gosterilmeyen durumlarda A (asymptomatic)
kompartimani eklenerek SEIAR modeli olusturulmaktadir. Hastalik kapan bireylerin
karantinaya alinmasi halinde Q (quarantiend) kompartimani denkleme eklenerek

modelin yeni bir varyant1 gelistirilmektedir.



1.2. Rastgele Modelleme

Glinlik yasantimizda gerceklesen olaylarin  matematiksel modellerle
aciklanmasinda deterministik denklemlerden yararlanilirken, denklemin olusumunda
kullanilan katsayilar, parametreler ve baslangic degerlerinin sabit degerler alinmasi
nedeniyle olaylarin gerceklesmesindeki rastgelelik ihmal edilmektedir. Bu durumun
Oniline gegmek i¢in gercek hayattaki olaylarin agiklanmasi ve ilerideki davraniglarinin
nasil olacagi hakkinda tahminde bulunabilmek adina deterministik denklemler yerine
rastgele diferansiyel denklemler ve stokastik siirecler tercih edilmektedir (Soong,
1973).

Deterministik diferansiyel denklemlerden yararlanilarak rastgele diferansiyel

denklemler farkli sekillerde elde edilebilmektedir.

Tanim 1.2.1 (Rastgele Baslangi¢c Degerlerine Sahip Diferansiyel Denklemler): Birinci

mertebeden bir adi diferansiyel denklemi t € T i¢in

X'(t) = f(X(8), 1), X(to) = Xo

seklinde ele alinsin. Bu diferansiyel denklem kullanilarak rastgele baslangi¢ degerine
sahip bir diferansiyel denklem olusturmak i¢in X(t,) = X, baslangi¢ degerinin bir
rastgele degisken olarak alinmasi gerekir (Soong, 1973).
Ormek: X'(t) + aX(t) =0,t > 0,a € R seklinde verilen bir birinci mertebeden
dogrusal diferansiyel denklem X(t,) = X, baslangic kosuluna sahip olsun. X,
baslangi¢c kosulu A parametresine sahip bir listel dagilimli rastgele degisken olarak
aliarak birinci tip rastgele diferansiyel denklem elde edilebilir.

Bu denklemin ¢oziimii olan X(t) fonksiyonu X, baslangic degerine bagl
olarak elde edileceginden bir rastgele degisken olacaktir. Dolayisiyla rastgele

diferansiyel denklemin ¢oziimii de bir rastgele degiskendir (Najmuldeen, 2016).

Tamm 1.2.2 (Homojen olmayan kisimlar: rastgele olan diferansiyel denklemler):

Birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklemi t € T i¢in
X'®)=fX@®,0)+Y®), X)) =X

seklinde ele alinsin. Bu diferansiyel denklemi kullanarak rastgele homojen olmayan



terimlere sahip bir diferansiyel denklem olusturmak i¢in Y (t) homojen olmayan

kisminin bir rastgele degisken olarak alinmasi gerekir (Soong, 1973).

Tamim 1.2.3. (Rastgele Katsayili Diferansiyel Denklemler).: Birinci mertebeden bir adi

diferansiyel denklemi t € T icin
X'®O+AOX@®) =Y®),  X(to) = Xo

seklinde ele alinsin. Bu diferansiyel denklemi kullanarak rastgele katsayili diferansiyel
denklem olusturmak i¢in A(t) katsayisinin bir rastgele degisken olarak alinmasi
gerekir (Soong, 1973).

Rastgele diferansiyel denklemlerin matematiksel modelleme c¢aligmalarinda
kullanimu ile ilgili baz1 6rnekler literatiirde mevcuttur. Padgett vd. tarafindan 1977
yilinda yapilan ¢alismada rastgele diferansiyel denklem sistemi kullanilarak
akarsulardaki kimyasal kirlenme ile ilgili inceleme yapilmis olup rastgele denklemler
rastgele baslangic kosulu ve rastgele homojen olmayan terim kullanilarak elde
edilmistir (Padgett vd.,1977). Najmuldeen tarafindan 2016 yilinda rastgele
diferansiyel denklem sistemi kullanilarak Dang Hummasi hastaliginin yayilimi
incelenmistir (Najmuldeen, 2016). Bekiryazici vd. tarafindan 2017 yilindaki bir
calismada rastgele ve stokastik diferansiyel denklem sistemlerinin birlikte ele
alinmasini iceren bir ¢aligmayla Sitma hastaliginin yayilimi ele alinmistir (Bekiryazici
vd., 2017). Casaban vd. tarafindan 2017 yilinda yapilan ¢alismada rastgele katsayilar
iceren Bernoulli diferansiyel denklemi incelenmistir (Casaban vd., 2017). Stanescu vd.
tarafindan 2009 yilinda yapilan ¢aligmada bakteri tiremesinin modellenmesi rastgele
katsayili denklemlerle incelenmistir (Stanecu vd., 2009). Bekiryazici vd. tarafindan
2018 yilinda yapilan c¢alismada deterministik bir sistemi temel alan bir rastgele
diferansiyel denklem sistemiyle Cocuk Felci hastaliginin yayilimi incelenmistir
(Bekiryazici vd., 2018). Khudair vd. tarafindan 2011 yilinda yapilan bir ¢alismada
rastgele katsayi, baslangi¢c deger ve homojen olmayan terime sahip denklemlerin
¢Ozlimleri i¢in varyasyonel iterasyon yontemi kullanilmistir (Khudair vd., 2011).
Merdan ve Khaniyev tarafindan 2008 yilindaki ¢alismada Kus Gribi hastaliginin
yayilimi i¢in rastgele bir model ele alinmistir (Merdan ve Khaniyev, 2008). Merdan
vd. tarafindan 2018 yilinda yapilan g¢alismada Ebola hastalig1 rastgele olarak



incelenmektedir (Merdan vd., 2018). Merdan vd. tarafindan 2017 yilinda yapilan bir
calismada rastgele olarak Hepatit C hastaliginin yayilimi ele alinmistir (Merdan vd.,

2017).

1.3. Olasilik Teorisi Ile ilgili Temel Kavramlar
Bu béliimde tezde kullanilacak olan olasilik teorisi ile ilgili temel kavramlar

verilecektir.

Tamim 1.3.1. Bir deneyin tiim olanakli sonuglarinin kiimesi S 6rnek uzayi olarak
tanimlanir. Bir 6rnek uzaydaki bir elemana 6rnek nokta denir. Bir olay, herhangi bir

deney i¢in S 6rnek uzayin bir alt kiimesidir (Akdeniz, 2018).

Tanmim 1.3.2. Bir olay, S 6rnek uzayinin bir alt kiimesi oldugundan, S nin kendisi ve @
(bos kiime) de birer olaydir; @ ye olanaksiz olay denir. Kesin olay her zaman elde
edilen, olanaksiz olay ise elde edilemeyendir (bir deneyde herhangi bir olayin elde

edilemedigini gosterir).
Tanmim 1.3.3. Gergeklesmesi rastlantiya bagli olan olaya rastgele olay denir.

Tanmim 1.3.4. AN B = @ ise A ve B olaylar1 ayriktirlar; yani A ve B nin kesigimi bos

kiimedir.
Tamim 1.3.5. A; N Bj = @ (i # j)ise; Ay, Ay, ..., Ay, olaylan ikiserli ayriktirlar.

Tanim 1.3.6. Bir deney, esit olasiliklt N farkli sonug verirse ve bu sonuglarin M tanesi

bir A olayina uygun ise, A olayinin P(A) ile gosterilen gerceklesme olasilig

P(4) = Uygun sonuclarin sayist M
~ Ornek uzaydaki tim sonuglarin sayist N

dir.

Tanim 1.3.7. D bir deney ve S bu deneyin 6rnek uzay: olsun. O halde S deki bir A
olayimnin P(A) olasiligiyla ilgili asagidaki aksiyomlar vardir:

i. P(4) =0,

i. P(S) = 1,



iii. A4, Ay, ..., A,, ... bir § 6rnek uzayinda sonlu ya da sayilabilir sonsuzlukta ikiserli

ayrik olaylar dizisi olsun.

Bu durumda

P(A;UA,U..)=P(A) +P(4,) + -

dir. Aksiyomlarla belirlenen P (-) fonksiyonu bir rastgele deneyin 6rnek uzayi tizerinde

bir “olasilik 6l¢iisii” diir.

Tanim 1.3.8. Siirekli 6rnek uzay, uzunluk, alan, hacim gibi sonlu bir geometrik 6l¢iime
sahiptir. Bu 6lgim m(S) ile gosterilirse bir A olaymin olasihigi, (A ya ait tim

noktalarin olasilig1)

m(A
P(A) = m(4)
m(S)
seklindedir.
_ Anmmuzunlugu _ Annalani _ Amnhacmi
P(A) ~ Snin uzunlugu veya P(A) " Sninalam veya P(A) " Sninhacmi

Burada 6l¢iim i¢in hangi kavramin kullanilacagi incelenen duruma gore belirlenir.

Tanmim 1.3.9. A ve B, bir S 6rnek uzayinda iki olay olsun. B verilmisken, A olayinin

kosullu olasilig1 P(A/B) asagidaki gibi tanimlanir;

P(ANB) ]
P(A/B) = W, (P(B) =0 Lse)
Benzer sekilde
P(B/A) = %,(P(A) + 0 ise).

[k denkleminin iki yanin1 P(B) ile garparsak,
P(AnB) =P(B).P(A/B)
buluruz. A N B = B N A oldugundan, ayrica

P(ANB) = P(A).P(B/A)



yazilabilir.
Tamm 1.3.10. (Ornek uzaywn par¢alanist)

a) B;N B; = @ tim i # j ler i¢in
b) UL B =S
¢) P(B;) > 0 tiim i ler i¢in

ise By, B, ..., By olaylar1 S 6rnek uzaymin bir pargalanigini gosterir.

Tanmim 1.3.11. A ve B olaylarinin bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

P(ANnB) =P(A).P(B)
seklinde verilir.

Tanmim 1.3.12. (Olaylarin tam bagimsizligy)) m olayin tam bagimsiz (karsilikli
bagimsiz) olabilmeleri i¢in gerek ve yeter kosul bir defada alinan herhangi sayidaki

olayin her bir kombinasyonunun bagimsiz olmasidir.

Tanmim 1.3.13. Degeri bir deney sonucuyla belirtilen bir degiskene rastgele degisken
denir (Akdeniz, 2018).

Tamim 1.3.14. (Kesikli rastgele degisken) X bir rastgele degisken olsun. X in
alabilecegi degerlerin sayis1 sonlu veya sayilabilir sonsuzlukta ise X e kesikli rastgele

degisken denir.

Tanim 1.3.15. (Siirekli rastgele degisken) X bir rastgele degisken olsun. X bir aralikta
ya da birden ¢ok aralikta her degeri alabiliyorsa X e siirekli rastgele degisken denir.

Tanim 1.3.16. (Olasilik fonksiyonu) X, sonlu sayidaki x;, x5, ..., x5 degerlerini
f(x;)) =P(X =x;), i =1,2,...,N olasiliklar1 ile alabilen kesikli rastgele degisken
olsun. Bu durumda asagidaki kosullar1 saglayan f(x) fonksiyonuna X in olasilik
fonksiyonu denir.

1. f(x;) = 0, her x; igin

2.8 fl) =1



Boylece X rastgele degiskenin olasilik fonksiyonu asagidaki formdadir.

X=x ‘ X4 X Xy

fO=PX=x)| f(x) flx) .  flxn)

Tanmim 1.3.17. (Dagilim fonksiyonu) Bir X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu
F(x) ile gosterilir ve X in x e esit ya da daha kii¢iik olmasi olasiligidir. O halde,

FO) =P <0) = ) fx)
dir.

Tanim 1.3.18. X sayilabilir sonsuzluktaki x4, x5, ..., Xy, ... degerlerini alan kesikli bir
rastgele degisken olsun. Bu degerlere karsilik gelen olasiliklar f(x;) = P(X = x;),
i=12,..,N,.. olmak iizere asagidaki kosullar1 saglayan f(x) fonksiyonuna X

rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu denir.
1. f(x) = 0, tiim x ler igin
232, () = 1.

Tanmim 1.3.19. (Olasilik yogunluk fonksiyonu) X, degerleri (—oo,00) araliginda
tanmimlanan siirekli rastgele degisken olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan f(x)
fonksiyonuna X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

1. f(x)=20,—c0o<x<o0

2. f_oooo f)dx =1, (f(x) egrisi altinda kalan ve x-ekseni ile sinirlanan alan 1’e

esittir).

Tanim 1.3.20. (Dagilim fonksiyonu) X, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip

stirekli rastgele degisken olsun. X in dagilim fonksiyonu

F(x)=PX<x)= fx f(s)ds

olarak tanimlanir.
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Tanim 1.3.21. (Beklenen deger) X bir kesikli rastgele degisken olsun. X in E(X) ile

gosterilen beklenen degeri asagidaki gibi tanimlanir:

N

EQO = 1, £ () + 0 f () + o+ 2 f () = ) xif (1),
i=1
X rastgele degiskeni sayilabilir sonsuzluktaki x;, x,, ... , Xy, ... sonuglarini aliyorsa

BQO = 11f () + 20f (1) + -+ xuf Ca) + -+ = )" 31 ()

i=1

olur. Bu E (X) sayisina ayrica X rastgele degiskenin ortalamasi ya da kitle (population)

ortalamasi denir.

Tanim 1.3.22. (Beklenen deger) X bir boyutlu siirekli bir rastgele degisken olsun. f(x),
X in olasilik yogunluk fonksiyonu olmak iizere, X in beklenen degeri (ortalamasi),

E(X), asagidaki gibi tanimlanir:

[oe)

E(X) = f xf (x)dx, —00 < x < 00,

— 00

Tanim 1.3.23. a) X bir kesikli rastgele degiskeni verilsin. Y, X in fonksiyonu olsun. Bu
takdirde yeni rastgele degisken Y = g(X) in beklenen degeri

Elg(X)] = g(x)f (x1) + g f(x2) + -+ glen) f (xn)

ya da

N
E(Y) = ElgQ0] = ) g0 f(x)
i=1

dir.
b) X, f (x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli rastgele degisken ise

o

E(g(0) = E(Y) = f 90Of (X)dx

—00

11



dir.

Tanim 1.3.24. (Varyans) X olasilik fonksiyonu verilmis olan kesikli rastgele degisken
olsun. X in ortalamasi E(X) = p ise X in varyansi, Var(X) veya o7, asagidaki gibi

tanimlanir.

ox =Var(X) = E[(X — p)*]
ya da esdeger olarak,

a) X kesikli rastgele degisken ise

N
of = Var(0) = ) (= w*f(x)
i=1
dir.
b) X siirekli rastgele degisken ise

02 = Var(X) = f (x — w)2f (x)dx

dir. Yani, X in varyansi, X in kendi ortalamasindan sapmasinin karesinin ortalamasidir.

Tamim 1.3.25. X, u ortalamal1 kesikli ya da siirekli bir rastgele degisken olsun. X in

standart sapmasi, gy, varyansinin karekokiidiir ve asagidaki esitlikle verilmektedir.

ox =+/Var(X) = JEX — )2
Tanmim 1.3.26. X ve Y rastgele degiskenlerinin ortalamalar1 uy ve puy olmak iizere

E[(X — ux). (Y — py)]

beklenen degerine X ve Y arasindaki kovaryans denir ve oyy ya da Cov(X,Y) ile

gosterilir.

X ve Y arasindaki kovaryansi hesaplamak igin

Cov(X,Y) = E(XY) — EQDE(Y) = E(XY) — uxpiy

12



formiilii tercih edilir. Kovaryans X ve Y nin birbiriyle nasil iligskiye sahip oldugunu
gosterir. X ve Y istatistiksel olarak birbirinden bagimsiz iseler E(XY) = E(X)E(Y)

olacagindan Cov(X,Y) = 0 olur. Bu gerektirmenin tersi her zaman dogru degildir.

Tanim 1.3.27. (Pearson korelasyon katsayisi) X ve Y, E(X) ve E(Y) ortalamalar1 ve
Var(X) ile Var(Y) varyanslarina sahip olsunlar. X ve Y arasindaki korelasyon pyy ile

gosterilir ve

B Cov(X,Y)
- JVar(X)Var(Y)

Pxy

ile tanimlanir.

Tanim 1.3.28. g(X) = X* fonksiyonunun beklenen degerine X rastgele degiskeninin

0 a gore k-inc1 mertebeden momenti denir. Yani

my = E(X%)
dir.

Tamm 1.3.29. E[(X — ¢)¥] beklenen degerine ¢ noktasina gére k-mc1 mertebeden
moment denir. ¢ = m; = E(X) alinirsa E[X — E(X)]* degerine, beklenen degere
(veya ortalamaya) gore k-inci mertebeden moment denir. Beklenen degere gore
momentlere merkezi momentler denir ve u, = E[X — E(X)]* ile gésterilir. ¢ = 0

noktasina gére momentlere adi momentler denir.

Tanim 1.3.30. (Moment ¢ikaran fonksiyon) X bir rastgele degisken olsun. h > 0 olmak
lizere |t| < h aralifinda her degeri alan t igin ¥ in beklenen degeri X in moment

c¢ikaran fonksiyonu olarak tanimlanir.

a) X, f (x) olasilik fonksiyonuna sahip kesikli bir rastgele degisken olsun. X in moment

c¢ikaran fonksiyonu

my(®) = Ee™) = ) e™f(x)

X

dir.

13



b) X, f (x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rastgele degisken olsun. X

in moment ¢ikaran fonksiyonu

[oe)

my(t) = fe“‘f(x)dx

— 00
dir.

Teorem 1.3.1. A, ve A,, bir S 6rnek uzayinda A; c A, olacak bigcimde iki olay ise

P(A;) < P(A,) dir.
Teorem 1.3.2. Herhangi bir A c S olay1 i¢in P(A) < 1 dir.
Teorem 1.3.3. A, bir S 6rnek uzayinda herhangi bir olay olsun. P(A") = 1 — P(A) duir.
Teorem 1.3.4. P(®) = 0 dur.
Teorem 1.3.5. Bir S 6rnek uzayindaki A ve B olaylari i¢in

P(A)=P(ANnB)+P(ANB")
dir.
Teorem 1.3.6. A ve B, S 6rnek uzayinda iki olay olsun.

P(AUuB) =P(A)+P(B)—P(ANnB)
dir.
Teorem 1.3.7. A; ler (J =1,2,...,n) bir S 6rnek uzayinda olaylarsa,
n n
p U 4 | < Z P(4))
j=1 j=1

esitsizligi yazilir.
Teorem 1.3.8. (Kosullu olasilik i¢in ¢arpma teoremi) Ay, A,, ..., A, olaylar1 bir deneyin

S ornek uzayinda ise

P(A;NA,Nn..NA,)
=P(A,).P(4,/A)).P(A3/A; NA)....P(A,/JA;NA, N...NA,_;)

14



dir.
Teorem 1.3.9. (Bir parcalanis altinda olasilik) By, B, ..., Bj, sonlu bir S 6rnek uzayinin

bir parcalanisi ise
P(By) + P(B,)+ -+ P(B,) =1

dir.
Teorem 1.3.10. By, B, ..., By lar bir § 6rnek uzayinin bir pargalanisi ise S deki herhangi
bir A olay1 i¢in

k
P(A) = ) P(B)P(A/B)

dir.
Teorem 1.3.11. A ve B (P(A) #0 ve P(B) # 0) bagimsiz olaylarsa A ve B

kiimelerinin en az bir ortak 6rnek noktas: vardir. Yani 4 N B # @ dir.

Teorem 1.3.12. Ug ya da daha ¢ok olay bagimsiz olduklarinda, onlarin aymi anda elde

edilmelerinin olasilig1, olasiliklarinin garpimina esittir. Ornegin E, F ve G bagimsizsa,
P(ENFNG)=P(E)PF)P(G)
esitligi yazilir.

Teorem 1.3.13. (Bagimsiz olaylar) E ve F bir S 6rnek uzayinda bagimsiz olaylar olsun.

O halde, E ve F', E' ve F ile E' ve F' bagimsizdirlar.

Teorem 1.3.14. (Bayes teoremi) By, B, ..., By, lar bir § 6rnek uzayimin bir pargalanist

olsun. 4, S iginde P(A) # 0 olan bir olay ise (r € 1, ..., k i¢in)

P(B,)P(A/By)
k  P(B)P(A/B))

P(B./A) =

dir.

Teorem 1.3.15. a) F azalmayan bir fonksiyondur. Yani, x; < x, ise F(x1) < F(x3)
dir.
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b) lim F(x) =0ve lim F(x) = 1.
X—>—00 X—00

Teorem 1.3.16. a) Siirekli X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f ve
dagilim fonksiyonu F olsun. Bu takdirde biitiin x degerlerinde diferansiyellenebilir F

fonksiyonu i¢in

d
f6) =—(F()

ve a < b olmak lizere herhangi a ve b gergel sayilar1 igin

Pla<X<b)=F(b)—-F(a)
dir.

b) X, x; < x, < ... gibi siralt x4, x,, ... degerlerini alabilen kesikli rastgele degisken
olsun. F(x), X in dagilim fonksiyonu ise bu takdirde f(x;) = F(x;) ve f(x;) =
P(X = xi) = F(xi) - F(xi_l) dir.

Teorem 1.3.17. a ve b sabitler ve X rastgele degisken ise
E(aX+b)=aEX)+b
dir.

Teorem 1.3.18. Ortalamalar1 E (X) ve E(Y) olan X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak
olasilik fonksiyonu f (x;,y;),i = 1,2, ..., M;j = 1,2, ..., N olsun. Bu takdirde

E(X+Y)=EX)+E®)

dir. Yani iki rastgele degiskenin toplaminin ortalamasi onlarin ortalamalarinin

toplamina esittir.

Teorem 1.3.19. Ortalamalart E(X) ve E(Y) olan bagimsiz X ve Y rastgele
degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu f(x;,y;);i=12,..,M;j=1.2,..,N
olsun. Bu takdirde

E(X,Y) = E(X)E(Y)
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dir. Yani, iki bagimsiz rastgele degiskenin ¢arpiminin ortalamasi, ortalamalarinin

carpimina esittir.

Teorem 1.3.20. X, E(X) = u ortalamali ve Var(X) = o2 varyansh bir rastgele

degisken ise
o =EX?*) —[EX)]* = E(X?) — u?
dir.
Teorem 1.3.21. a bir sabit ve X bir rastgele degisken olsun.
Var(aX) = a*Var(X)
ya da
ok = ao}

dir. Yazi ile ifade edilirse, bir a sabitiyle carpilmis X rastgele degiskeninin varyansi

a? ile X in varyansimnin ¢arpimina esittir.

Teorem 1.3.22. b bir sabit ve X rastgele degisken olsun.

Var(X + b) = Var(X)
ya da

2 _ 2
Ox+p = Ox

dir. Yazi ile ifade edilirse, bir rastgele degiskenin her bir degerine eklenen sabit miktar1

varyansi etkilememektedir.

Teorem 1.3.23. X ve Y ortalamalar1 sirasiyla E(X) = uy, E(Y) = uy, varyanslar

Var(X) = o,Var(Y) = ¢ olan bagimsiz iki rastgele degisken olsunlar.

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)
ya da
2

2 _ 2
Ox+y = Ox + Oy

dir.
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Teorem 1.3.24. X1, X5, .. X\, E(X;) = w; (i = 1,2, ..., N) ortalamali ve Var(X;) =

of varyansh (i = 1,2, ..., N) bagimsiz rastgele degiskenler olsun.

Var(X; + X, + -+ Xy) =Var(Xy) + Var(X,) + -+ Var(Xy)

ya da

0)%1+X2+~~+XN = 0')%1 + -t U)?N
dir.
Teorem 1.3.25. pxy korelasyon katsayisi —1 ve +1 arasinda deger alir.

Teorem 1.3.26. X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu my (t) olsun.

d"my(t)

aer =m, = EX")

t=0

dir.
Teorem 1.3.27. a) my, ,(t) = E(et(X+a)) = e%my(t),

b) myx(t) = E(e™™X) = my(bt),
c) mx+a(t) = E (e¥t) = e%th (é)

dir.

Tamim 1.3.31. (Normal dagilim) Siirekli bir X rastgele degiskeni i¢in olasilik yogunluk
fonksiyonu
1 1rx—p

2
flx) = ez(T),—oo<x<oo,—oo<,u<oo,02>0

oV2T

ise X normal dagilima sahiptir denir. Burada p ile Normal dagilimin ortalamasi ve o
ile Normal dagilimin standart sapmasi gosterilmektedir. Bu rastgele degisken

X~N(u, 0%) seklinde de gosterilir.

Normal dagilimin farkli ortalama parametresi y ve varyans parametresi o2

degerleri i¢in olasilik yogunluk fonksiyonunun aldigi sekil asagida gosterilmektedir

18



(Sekil 1). Bu sekilde u = 0,02 = 1 olan egri dzel olarak standart Normal dagilimin

olasilik yogunluk fonksiyonunun egrisini belirtmektedir.

U-?__.__::--_:_::-!_;_.::-__;__:__::!---:'--.:l'--.:'---

[
----- 32,57
= Mormal[2.5,0.757 |

Normall-4.1.25 |

06—

05—

04—

02

0.1 —

e AT : S IR i
-10 -5 a 5 10

Sekil 1. Normal dagilimin farkli parametreler ile olasilik yogunluk fonksiyonu

Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu f asagidaki oOzelliklere
sahiptir.
a. x = u ortalamasi civarinda simetriktir.
b. f fonksiyonunun degeri ortalama, mod ve medyani olan x = u degerine kadar artar
ve bu noktadan sonra azalir.
c. f fonksiyonun grafigi p — o ve u + o noktalar1 arasinda asagiya dogru, diger
noktalarda yukar1 dogru biikiiliir. Yani biikiilme noktalar1 x = u + ¢’dur.
d. x > o ve x - —oo i¢in f(x) - 0 olur.

F dagilim fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir.

a.® standart normal dagilim, F normal dagilim fonksiyonu olmak iizere x € R igin
— P (X=H i i
F(x) = CD( ~ ) seklindedir.

b. Normal dagilimin medyan1 x = p’diir. Dolayisiyla F(u) = ;dir.
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X ~ N(u,0?) ise X rastgele degiskeninin ortalamasi ve varyansi asagidaki
gibidir.
a EX)=u
b.Var(X) = ¢*
Her n € N igin, (Forbes vd., 2011).
a. E[X —w)*] =13..2n—1)c?" = (2n)! 6?/(n! 2M),
b. E[(X — p)**1] = 0.
X rastgele degiskeninin ¢arpiklig1 ve basiklig1 asagidaki gibi verilir.
a. skew(X) =0,
b. kurt(X) = 3.
Normal dagilim basiklig1 (kurtosis) literatiirde ve bazi kaynaklarda normalize edilmis
haliyle (excess kurtosis) kurt(X) = 0 olarak verilir.
Moment c¢ikaran fonksiyon M ve karakteristik fonksiyon ¢ su sekilde

tanimlanir.

a. M(t) = exp (ut +%02t2), t €R.

b. p(t) = exp (iut — gaztz), t €R.

X rastgele degiskeni u ortalama ve o2 varyansi ile normal dagilima sahip olsun.
Eger a € R ve b € R\ {0} ise a + bX rastgele degiskenin ortalamasi a + by ve
varyansi b%¢? dir.
a. X rastgele degiskeni y ortalama ile o standart sapmasina sahip olsun. O zaman Z =

X- g _
Tﬂ standart normal dagilima sahiptir.

b. Eger u € R ve g € (0, ) i¢in Z rastgele degiskeni standart normal dagilima sahip
ise X = u + oZ, u ortalama ve o standart sapmasi ile normal dagilima sahiptir.

Farz edelim ki X; ve X, bagimsiz rastgele degiskenler olsunlar ve X; rastgele
degiskeni y; ortalama ve 7 varyansi ile normal dagilima sahip olsun. i € {1,2} igin
X1 + X, normal dagilima sahiptir.

a. E(Xy + X3) = g + po,
b.Var(X, + X,) = of + o%.

1 < i < nig¢in X; bagimsiz rastgele degiskenleri ortalamalar1 y; ve varyanslari

o/ olmak iizere normal dagilima sahip olsunlar. Bu durumda X; + -+ + X,, rastgele

degiskeni ortalamasi Y/-, u; ve varyansi Y., o7 olan normal dagilima sahiptir
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(Chung, 2012).
Standart normal dagilim, ortalamasi u = 0, varyans1 02 =1 ve olasihk

yogunluk fonksiyonu ¢ ile verilen

— L -z2/2
P(z) = me ,ZER
normal dagilimdir.

Standart normal yogunluk fonksiyonu ¢ asagidaki 6zelliklere sahiptir:
a. ¢, z = 0 ortalamasi civarinda simetriktir.
b. ¢ fonksiyonu ortalama, mod ve medyani olan z = 0 degerine kadar artar ve bu
noktadan sonra azalir.
c. ¢,z =—1ve z = +1 dogrulan arasinda asagiya dogru, diger araliklarda yukartya
dogru biikiiliir. Biikiilme noktalar1 z = +1.
d.z— ovez— —oi¢in ¢(z) = 0 olur.

Standart normal dagilim fonksiyonu ® asagidaki 6zellikleri sahiptir:
a. ®(—z) =1—->d(2), z € Rigin,
b. 1 =—-d1(1-p),p € (0,1) icin,
c. (0) = %olup medyani 0’dur.

Z rastgele degiskeninin ortalamasi ve varyansi asagidaki gibidir.
a. E(Z) =0,
b.Var(Z) = 1.
Hern € Nt i¢in, E(Z™""1) = nE(Z™ 1) (Forbes vd., 2011)
a. E(Z?"+1) = 0,
b. E(Z*") = 1.3...(2n)!/(n! 2™).
Z rastgele degiskeninin ¢arpikligi ve basiklig1 asagidaki gibidir.
a. skew(Z) = 0,
b. kurt(Z) = 3.
Standart normal dagilim basiklig (kurtosis) literatiirde ve bazi kaynaklarda normalize
edilmis haliyle (excess kurtosis) kurt(Z) = 0 olarak verilir.
Moment c¢ikaran fonksiyon m ve karakteristik fonksiyonu ¢ su sekilde

tanimlanir.
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a. m(t) = et*/2, t € Rigin.

b. o(t) = e /2t € R icin.

1.4. Stokastik Siireglerle Ile Ilgili Temel Kavramlar

Bu boliimde tezde kullanilacak olan stokastik siireclerle ile ilgili temel
kavramlar verilecektir.
Tanmim 1.4.1. (Q,F, P) bir olasilik uzay1 olsun. X: QQ X T — R doniisiimii asagidaki
kosullar saglaniyorsa bir stokastik siire¢ olarak adlandirilir. Bir stokastik siire¢ iki
degiskenli ve gercel degerli bir fonksiyondur. X(w,t) fonksiyonu w € Q,t €T
argiimanlarina sahiptir ve T zaman parametresi olarak yorumlanir ve ¢ogunlukla
[0, ) olarak kullanilir (Capar, 2013).

Stokastik siire¢ en basit anlamda X, X,, ..., X,, rastgele degiskenlerinin bir
toplulugudur.
Tamim  1.4.2. X(w,t) bir stokastik siireg, ty,ty,...,t, ET  olsun.
X(w, t)), X(w,ty), ..., X(w, t,) rastgele degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonuna,

yani
Fe 6,1, 0, xn) = Plo: X (w,t1) < xq,00, X (0, 8,) < xp},x; ER

fonksiyonuna X (w, t) stokastik siirecinin n-boyutlu dagilim fonksiyonu denir.

T’nin eleman1 olan tiim miimkdin t4, t,, ..., t, € T lerin yardimi ile olusturulan
n-boyutlu Fy| _; (%4, ..., x,) fonksiyonlarinin ailesine stokastik siirecin sonlu boyutlu
dagilim fonksiyonlar1 denir.

Sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

L Fy, tnes (X1, X3 ooy Xp_1) = Fiy bt (X1, o) Xn_q, ),
2. Ftl,...,tn(xlr Xg ey Xp) = Ftil,tiz,...,tin (xil’xiZ’ e xin),
burada iy, i, ..., i,, indislerin yer degisimini gostermektedir.

Ilk 6zellige gore herhangi bir n boyutundan dagilim fonksiyonu bilinirse
(n — 1) boyutlu dagilim fonksiyonunun da elde edilmesi miimkiindiir. Ikinci olarak
ise sonlu boyutlu dagilim fonksiyonunun indislerinin yer degisimine gore degismezlik

ozelligi gosterilmektedir (Aliyev, 2010).
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Teorem 1.4.1. (Kolmogorov Teoremi) {Ftl‘_._‘tn(xl,xz wo X)) EREGET, ty <
- <tp,n =1 yukanidaki 1 ve 2 oOzelliklerine sahip sonlu boyutlu dagilim

fonksiyonlart ailesi olsun. Bu durumda 6yle bir (Q, F, P) olasilik uzay1 ve X(w,t)

stokastik siireci vardir ki
Plw: X(w,t; < X1, ., X(0, ) S xp} = Fe e (60, X5 000, X)),

Bu teoreme gore stokastik siire¢ ile onun sonlu boyutlu dagilimlari birbirlerini birebir
tanimlamaktadir (Aliyev, 2010).
Tanim 1.4.3. Eger X(w, t) ve Y(w, t) stokastik siirecleri her sabit tutulmus t € T igin

P{lw: X(w,t) =Y(w,t)} =1

sartin1 sagliyor ise bu siireglere stokastik denk siirecler denir.

Teorem 1.4.2. Stokastik denk siireclerin sonlu boyutlu dagilimlari aynidir. Bu teoremin
tersi dogru degildir (Capar, 2013).

Teorem 1.4.2°ye gore stokastik siireclerin sonlu boyutlu dagilimlar1 ayn1 olmasina
ragmen bu siirecler realizasyonlar1 farkli 6zelliklere sahip olabilir.

Stokastik stirecler incelenirken bir ve iki boyutlu dagilimlarinin bilinmesi 6nemlidir.
Tanim 1.4.2’de n = 1 olarak alinirsa siirecin bir boyutlu dagilim fonksiyonu elde

edilir:
Fi(x) = P{lw: X(w,t) < x},Vx € R,Vt €T.

Eger her bir ¢t sabit tutuldugunda, stokastik siirecin degerleri olan rastgele degiskenler
mutlak siirekli ise bu durumda, o stokastik siire¢ i¢in olasilik yogunluk fonksiyonunu
tanimlamak miimkiindiir. Ornegin, tiirevin mevcut oldugu noktalarda bir boyutlu

olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir:

0F;(x)
Ox

pe(x) =

Benzer bicimde, Tanim 1.4.2°de n = 2 olarak alinirsa siirecin iki boyutlu dagilim

fonksiyonu elde edilir:

Fpot,(x1,%2) = Plw: X(w, t;) < x1,X(w,t3) < x5}, t1,t, €T.

23



Stokastik stirecin iki boyutlu dagilim fonksiyonu ise

athl,tz (%1, %2)

0x,0x,

Pty t, (x1,x2) =

seklindedir.
Stokastik stirecin iki boyutlu dagilim fonksiyonu bilindiginde, bir boyutlu dagilim

fonksiyonunu elde etmek miimkiindiir:
Fy, (x1) = Fioe, (21, ).
Gergekten de,
Fi, ¢, (x1,0) = Plow: X(w, t;) < x1, X (w,t;) < oo}
= P{w: X(w, t;) < x1,Q} = P{lw: X(w, t;) < x;}.

Siirecin iki boyutlu olasilik yogunluk fonksiyonu bilindiginde, bir boyutlu olasilik

yogunluk fonksiyonu ise asagidaki gibi bulunur:

Pe, (1) = jptl,tz(xpxz)dxz» Pe, (x2) = jptl,tz (1, X2)dx;.

Benzer bicimde, n = 3 i¢in {i¢ boyutlu, n = 4 i¢in dort boyutlu dagilim fonksiyonu ve
olasilik yogunluk fonksiyonlar: elde edilebilir.

Tanim 1.4.4. X (w, t) bir stokastik siire¢, F; (x) bu stokastik siirecin bir boyutlu dagilim

fonksiyonu olsun. Eger her t igin fjooolxldFt (x) < o ise

o)

E(X(w, 1) = jxdFt(x)

— 00

integraline X (w, t) stokastik siirecinin beklenen degeri denir (Aliyev, 2010). Stokastik
stirecin beklenen degeri E (X (w, t)) sembolii ile gosterilmektedir.
Stokastik siirecin beklenen degerinin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:

i. Rastgele olmayan ¢ (t) fonksiyonun beklenen degeri kendisine esittir:
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E(p(t)) = o(t).

ii. X(w,t) bir stokastik siire¢ ve ¢(t) rastgele olmayan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

E(p()X(w, 1) = p(DE(X(w,1))

dir.

iii. X(w, t) ve Y (w, t) stokastik siiregler olmak tizere, her t € T igin
E(X(w,t) £ Y(w,0)) = E(X(w,0)) £ E(Y(w,1)).

Beklenen degerin bu ii¢ 6zelligi de tanimdan elde edilmis olur.

Tanim 1.4.5. X (w, t) bir stokastik siire¢ olsun.

Vy(®) = Var(X(w,t)) = E ((X(w, t) — E(X (o, t)))2>

fonksiyonuna X (w, t) stokastik siirecinin varyansi denir (Aliyev, 2010).
Stokastik siirecin varyansi t’ye bagl rastgele olmayan bir fonksiyon olup, siirecin
realizasyonlarinin  beklenen degeri etrafinda nasil yayildigin1 gosteren bir

karakteristiktir. Varyansin tanimindan yararlanarak agagidaki formiil elde edilir:

V() = E(X*(w,1)) — (E(X (w, t)))2

Stokastik siirecin varyansinin bazi 6zellikleri agagidaki gibidir:

i. Varyans negatif degerler alamaz:
V() = Var(X(w,t)) = 0.
ii. Rastgele olmayan ¢ (t) fonksiyonunun varyansi sifirdir:
V,(t) = Var(fp(t)) = 0.

iii. X(w,t) bir stokastik silire¢ ve @(t) rastgele olmayan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda
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Var(p(®)X(w,t)) = p?(t)Var(X(w,1)).

iv. X(w,t) bir stokastik siire¢ ve ¢(t) rastgele olmayan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda
Var(X(w,t) + ¢(t)) = Var(X(w,t))

Varyansin tanimindan bu dort 6zellik de elde edilir.
Tamim 1.4.6. ox(t) = /Vx(t) fonksiyonuna X(w,t) stokastik siirecinin standart
sapmast denir (Aliyev, 2010).

Tanmim 1.4.7. Stokastik siirecin beklenen degeri ve varyanst ¢ok Onemli
karakteristiklerdir. Ancak bunlar siirecin t; ve t, anlar1 arasindaki iliskiyi ifade
etmemektedir. Yani o iliskinin kuvvetli mi, zayif m1 oldugu veya karakterinin ne
oldugunu gostermemektedir. Bu iliskiyi vermek i¢in yeni bir kavrama ihtiya¢ duyulur.

Bu kavram ise siirecin kovaryans fonksiyonudur.

Ky(ts,t5) = E|(X(w,t0) = E(X(w,6)) ) (X (@, £2) = E(X(w, ) )]

fonksiyonuna X (w, t) stokastik siirecinin kovaryans fonksiyonu denir (Aliyev, 2010).
Literatiirde kovaryans fonksiyonu cov(X(t;), X (tz)) gibi de gosterilmektedir.

Gortildigi tlzere, siirecin kovaryans fonksiyonu iki degiskenli rastgele olmayan bir
fonksiyondur. Siirecin beklenen deger ve varyansinin bulunmasi igin siirecin bir
boyutlu dagiliminin bilinmesi yeterli olmasina karsin, siirecin kovaryans
fonksiyonunun elde edilmesi i¢in iki boyutlu dagiliminin bilinmesi gereklidir.

Genellikle siirecin kovaryans fonksiyonunu bulmak i¢in asagidaki formiil kullanilir:
Kx(t1,t2) = E(X (0, t)X(w,t5)) — E(X (0, t))E(X (0, t3)).

Burada

E(X(w:tl)X(w,tz))= f jxlxzptltz(xpxz)d?ﬁdxz

dir.
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Stokastik siirecin kovaryans fonksiyonunun bazi 6zellikleri soyledir:

i. Stokastik siirecin kovaryans fonksiyonu simetrik bir fonksiyondur.

Ky (t1,t;) = Kx(ty, t1).

ii. t; =t, =t oldugunda stokastik siirecin kovaryans fonksiyonu onun varyansina

doniismektedir.
Kx(ty, t5)] trmtymt — Vy (8).
iii. Vt;,t, € T igin

|Kx (t1, t2)| < V(£ Vx(t2) veya |Kx(ty,t)| < ox(t1)ox(t)

olur.
iv. X(w, t) stokastik siire¢ ve ¢(t) rastgele olmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda
Y(w,t) = X(w,t) + @(t) stokastik siirecinin kovaryans fonksiyonu X (w, t) stokastik

stirecinin kovaryans fonksiyonuna esittir.

KY(tl; tz) = KX(tL tz)-

v. X(w, t) stokastik siire¢ ve ¢(t) rastgele olmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

Y(w,t) = p(t)X(w, t) stokastik siirecinin kovaryans fonksiyonu soyledir.

Kx(t1,t2) = @(t)@(t) Ky (t, t3).

vi. Her t4,t,, ..., t, €T, x4, X5, ..., X, €E Rven € Nigin
n n

KX(ti' tj)xl-xj = 0.
i=1j=1

Tanim 1.4.8. X(w, t) stokastik siire¢ olsun.

Kx(ty,t2)

(tlﬂ tZ) =
Px VVx )V (¢2)

fonksiyonuna stokastik siirecin korelasyon fonksiyonu denir (Aliyev, 2010).

Jt t, €T
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Literatiirde korelasyon fonksiyonu corr(X(t,), X(t;)) gibi de gdsterilmektedir.
Stokastik siirecin korelasyon fonksiyonunun 6zelliklerini sdyledir.

i. Stirecin korelasyon fonksiyonu simetrik bir fonksiyondur. Yani Vt;,t, € T i¢in

px(t1, tz) = px(ta, ty) dir.
ii. Her t4,t, € T icin

lpx(t1, t2) < 1

dogrudur.

1.4.1. Baz1 Ozel Stokastik Siirecler
Tamim 1.4.1.1. X4, X,, ..., X,, rastgele degiskenleri her bir a;, a,, ..., a, € Rigin

ale + azXz + b + aan

rastgele degiskeni normal dagilima sahip bir rastgele degisken ise, ortak olarak normal
dagilima sahiptirler (Pishro-Nik, 2016).

Tamm 1.4.1.2. Bir {X(t),t € J} rastgele siireci, eger her bir tq,t,,...,t, €] igin
X(ty),X(ty), ..., X(t,) ortak olarak normal dagilima sahip iseler, bir Gauss rastgele
(stokastik) siireci olarak adlandirilir (Pishro-Nik, 2016).

Tanim 1.4.1.3. (Gauss Stireci) Sonlu boyutlu dagilimlari normal dagilim olan X (w, t)
siirecine Gauss siireci denir (Aliyev, 2010).

Gauss stirecinin karakteristik fonksiyonu

n
O¢,,.t, U1, e, Un) = E exp {i Z Uy X(tk)}

k=1
n 1 n
= exp iz Uy E(X(tk)) -3 Z KX(ti, tj)ui, U
k=! i,j=1
seklindedir, burada

Kx(ty, t;) = EX(6)X(ty) — E(X(w, t))E(X(w, 1))

elde edilmektedir.
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Tanim 1.4.1.4. (Poisson Siireci) N(t) = N(w,t), w €Q, t >0 dogal sayilar
kiimesinden deger alabilen bir stokastik siire¢ olsun. Bu durumda asagidaki kosullari
saglayan N (t) siirecine Poisson siireci denir (Aliyev, 2010).

i.N(0)=0

ii. N(t)'nin artiglar1 bagimsizdir. Yani 0<t, <t; <+ <t, <oo,n =12, ... i¢in
N(t;) — N(ty), N(t,) — N(t;), ..., N(t,) — N(t,—,) artiglar1 bagimsizdir.

iii. Vs <tigin N(t) — N(s) artist A(t —s) beklenen degerine sahip olan Poisson

dagilimina sahiptir:

_(e-9)"

- e M=) 1 >0,

P{N(t) = N(s) = n}
Poisson siirecinin her realizasyonu bir basamak fonksiyonudur. Ayrica her bir
basamak yiiksekligi 1’e esittir.
T,, ile Poisson siirecinin siirecinin n. basamak ani, &, ile (n — 1). ve n. basamaklar

arasinda gecen zaman gosterilsin. T, ve &, rastgele degiskenlerdir ve asagidaki gibi

ifade edilmektedir:

n
fn=Ta—Tot,To=0,Ty= ) & n21,
i=1

Poisson siirecinin grafigini asagidaki gibi vermek miimkiindiir (Sekil 2).
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Sekil 2. Poisson siirecinin bir realizasyonu

&’lerin dagilim iisteldir. (&;~tistel (1))

&;’ler keyfi dagilima sahipse yenileme siireci olarak adlandirilir.

Adimlar keyfi ise, 6diillii yenileme siireci olarak adlandirilir.

N(t), [0, t] araligindaki basamak sayisini gosterir. t sabit tutuldugunda, yani mesela
t € [Ty, Ts) oldugunda N(t) = 4 olur. Buna gore

N(t) = max{n:T,, < t}

olur.
Poisson siirecinin sonlu boyutlu dagilimlari (n boyutlu) 0 =t, <t; < - <t, <

,0<k1 <k2 <"‘<kn,n: 1,2,.1(;11’1

n

ki—ki_q
1—[ A(t; — ti—1) ~
Pt1»t2,---'tn(k1’ ka, ..o, kn) - ( L(k- _l k1 )1)l e~

i i-1J):

i=1

seklindedir.
Tamim 1.4.1.5. (Wiener Siireci) Bir (Q,F, P) olasilik uzayinda w € Q , t > 0 olmak
tizere W (t) = W (w, t) siireci
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L. W(0)=0
ii. W(t) stirecinin artiglart bagimsizdir, yani 0 = t, < t; < - <t, <oo,n=12,..
igin
W(ty) —W(to) , W(t) —W(ty), ... W(tn) —W(th-1)
artiglar1 bagimsizdir.

iii. Her 0 < s <t i¢in W(t) — W(s) artis1 (0,t — s) parametreli normal dagilima
sahiptir:

1 u?
Fr_g(x) = P{W(t) —W(s) < x} = —————=exp {— —} du
s J2r(t —s) 2(t - )
kosullarini sagliyorsa Wiener siireci olarak adlandirilir (Aliyev, 2010) (Sekil 3).
Wiener stirecinin her 0 <s <t i¢in W(t) —W(s) artisinin olasilik yogunluk

fonksiyonu

P_s(x) =

1 x?
Jini=s5 7 {_ 2(t - S)}

seklindedir. Wiener siireci hicbir yerde tiirevli degildir ancak her yerde siireklidir.

x2
Wiener siirecinin bir boyutlu olasilik yogunluk fonksiyonu P;(x) = \/% e zt dir.

O halde Wiener siirecinin iki boyutlu dagilim fonksiyonu
X1
Fi e, (x1,%2) = f Fe,—t, (x, — U)Ptl (v)dv

olur ve iki boyutlu olasilik yogunluk fonksiyonu

P ( ) 1 { 1 ((xz —x71)? N x2>}
(X, %) = expi—=|———+—
tl t2 ! 2 27-['\[ (tz - tl)tl 2 tZ - tl tl

seklinde elde edilir.

Buradan, Wiener siirecinin n boyutlu olasilik yogunluk fonksiyonu
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B n 1 1 (Xl xl 1)
Pes tntn (1 X2, 0y Xn) = l:!\/(Zn)"(tk - tk—l) { Z }

seklindedir.
Wiener siirecinin beklenen degeri: E(W (£)) = 0 [t, — t_1~N(0, (t, — ta_1))],
Wiener siirecinin varyansi: Var(W(t)) =t,

Wiener siirecinin kovaryans fonksiyonu (V t;,t, = 0 i¢in): K(t;,t,) = min{t;, t,}.

2.5

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
zaman (t)

Sekil 3. Wiener siirecinin bir realizasyonu

1.5. Stokastik Diferansiyel Denklemler
Eger bir diferansiyel denklemin katsayilarinin bazilarinda rastgele yapiya yer
acilirsa, genellikle incelenmekte olan durumun daha gergekei bir matematiksel modeli

elde edilebilmektedir. Ornegin
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dN

o= a(t)N(t), N(0) = N, (sabit) (1)
seklinde verilen basit niifus artig modeli ele alinsin. Burada N (t) ile t aninda niifusun
biiylikliigii ve a(t) ile t aninda relatif biiylime oran1 gosterilsin. a(t) katsayisinin tam
olarak bilinemedigi, yani baz1 ¢evresel rastgele etkilere maruz kaldigi bir durumla

karsilasilabilir. Dolayistyla bu durumda
a(t) = r(t) + "guralti"

seklinde yazilmasi miimkiindiir. Burada giiriiltii teriminin davraniginin tam olarak
bilinememesi, yalnizca olasilik dagiliminin bilinmesi miimkiindiir. r(t) teriminin ise

rastgele olmadig1 varsayilmaktadir.

Daha genel durumda, bir diferansiyel denklemin katsayilarinda rastgele yapiya
miisaade edilmesi ile elde edilen denklemler stokastik diferansiyel denklemler olarak
adlandirilabilmektedir (Oksendal, 2013). Acik sekilde goriiliir ki, bir stokastik
diferansiyel denklemin herhangi bir ¢6ziimii rastgele bir yapi1 icermektedir, yani
¢Oziimiin olasilik dagilimi ile ilgili bir seyler sdylenebilmesi amaglanir. 1940’lara
kadar stokastik diferansiyel denklemler daha i¢giidiisel ve yetersiz bir sekilde ele
alimmustir. Bu tarihlerde Japon matematik¢i Kiyosi It6 tarafindan stokastik analizin
(stochastic calculus) sunulmasi ile stokastik diferansiyel denklemler i¢in matematiksel
olarak anlamli bir formiilasyon gelistirilebilmistir. Gozlemlenen Brown hareketi i¢in
1900’lerde Einstein tarafindan yapilan agiklamadan sonra, Langevin, Smoluchovsky
ve digerleri tarafindan bu hareketin dinamiklerinin diferansiyel denklemler
kullanilarak modellenmesine yonelik girisimlerde bulunulmustur. Bu ¢aligmalarda

dx

P a(t,x)

seklindeki deterministik adi diferansiyel denklem yerine
d
EXt = a(tr Xt) + b(t, Xt)ft

formunda giiriiltiilii bir diferansiyel denklem elde edilmistir. Bu denklemde a(t, X;)
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seklindeki deterministik par¢a b(t, X,)¢&; seklindeki guriiltii terimi ile pertiirbe
edilmektedir ve burada &, her t i¢in standart Normal rastgele degisken iken b(t, x)
genel durumda hem t hem de x degiskenine bagli olabilen yogunluk ¢arpanidir.
“Gauss beyaz giiriiltiisii” olarak bilinen &, stokastik siirecinin 6zelliklerinden dolayz,

stokastik diferansiyel denklemde

d
£(0) = = We(@)

seklinde de ifade edilebilecegi gibi Wiener siireci veya Brown hareketinin tiirevi
olmast ozelliklerinden faydalanilarak Wiener siireci kullanilir (Cyganowski vd.,

2001). Bu durumda stokastik diferansiyel denklem
dXt = a(t, Xt)dt + b(t, Xt)th

seklinde ifade edilebilecegi gibi

ta(s, Xs(w))ds + f

t

mm=%wnf

to

tb(S, Xs(@))dW;(w)

seklinde integral denklem olarak da ifade edilebilir. Burada ikinci integral bir
Riemann-Stieltjes integrali olamaz c¢ilinkii bir Wiener siirecinin gergeklesmeleri
herhangi sinirli zaman araliinda smnirhi varyasyona sahip degildir. Burada

deterministik integrasyon yerine Ito stokastik integrali kullanilmaktadir.

1.6. Stokastik Diferansiyel Denklemler i¢cin Sayisal Yontemler
Asagidaki gibi verilen

dx_ .
dt_a(’x)

diferansiyel denklemi i¢in en basit sayisal yontem t,,q; —t, = A > 0 sabit adim

boyuna sahip Euler yontemidir. Bu yontem

Xpi1 = Xp +a(ty, x,)An=0,12, ..
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seklinde ifade edilir. Deterministik analiz stokastik analizden ¢ok daha gii¢liidiir ¢iinkii
bir Riemann integraline yaklasan bir Riemann toplaminin integrandi ayriklastirma alt
araliginin herhangi bir keyfi noktasinda hesaplanabilirken, Ito stokastik integralinde
her zaman araligin alt ucunda hesaplanmalidir. Bu durumun sonucunda Ito stokastik
diferansiyel denklemleri i¢in sayisal yontemler tliretmede Ito analizi ile tutarliligin

saglanmasi icin ekstra 6zen gosterilmelidir. Bir
dX, = a(t,X,)dt + b(t, X,)dW,
skaler Ito stokastik diferansiyel denklemi i¢in Euler yonteminin stokastik karsiligi
Xn+1 = Xn + a(ty, Xp) By + b(tn, Xn) AW,
seklinde verilir. Burada

tnt1

Bp =thsr —th = j ds,

tn

Ve

n

tn+1
AVVYLZWtTH.l_Wt zj dVVS
tn
seklindedir. Bu yontem Ito stokastik analizi ile uyumludur; ¢linkii Euler yontemindeki
giirliltii terimi stokastik diferansiyel denklemin integral halindeki Ito stokastik
integraline ayriklastirma alt araligi [t,,t,+;] lizerinde integrandi bu arahigin alt

sinirinda hesaplayarak yaklasir, yani

tn+1 tn+ tnt1
f b(s, X)W, ~ f b(tn, X, )dW, = b(tn,X(tn))f aw;.
t t tn

n n

Yukarida verilen skaler Ito stokastik diferansiyel denkleminin stokastik Taylor
acilimindan bir terim daha stokastik Euler formiiliine eklenirse, stokastik Milstein

yontemi elde edilir:

1 dab
Xn+1 = Xn + a(tn'Xn)An + b(tn'Xn)AWn + Eb(tn'th) a (tn:Xn){(AWn)z - An}-
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1.7. Literatiir Ozeti

Modelleme kelimesi Latincedeki “modellus” kelimesinden tiiremistir ve
kabaca insanin gergeklikle ilgilenmesinin ydntemlerini ifade etmektedir (Schichl,
2004). Matematiksel modelleme insanligin giincel hayatta karsilastig1 problemlerin
matematiksel araglar kullanilarak incelenmeye basladig1i ilk caglardan itibaren
giiniimiize kadar devam eden bir ¢alisma alanini temsil etmektedir. Antik donemlerde
Babil ve Misir gibi bazi uygarliklarin giindelik problemlerle ilgili ilkel matematiksel
modelleme ¢alismalart yiiriittiikleri bilinmektedir. Ozellikle Antik Yunan uygarliginda
Thales gibi matematikgilerin glines tutulmasinin tarihini tahmin etmek gibi baz1 ger¢ek
hayat problemleri ile iligkili yaptiklar1 incelemeler ile bu alandaki ¢aligmalar hiz
kazanmustir (Schichl, 2004). Tarih boyunca yasanan bilimsel gelismelere paralel
olarak matematiksel modellemenin de Onemi artmis ve modelleme giiniimiizde
miihendislik, tip, sosyal bilimler ve temel bilimler alanlarinda vazgegilmez bir arag
haline gelmistir. Bugiin, sosyal bilimlerde tiiketici davraniglarinin matematiksel
modelleme 1ile incelenmesinden bilgisayar bilimlerinde bilgisayar aglarinin
etkilesimlerinin modellenmesine kadar ¢ok farkli amaclar icin farkli yapidaki
modellerin  kullanildig1 goriilmektedir. Matematiksel modellerin yaygin olarak
kullanildig1 bir bagka alan ise tip biliminde salgin hastaliklar ile ilgilenen
epidemiyoloji alanidir. Salgin hastaliklarin bir topluluk i¢indeki yayilimi, toplulukta
ulasacagi en ist seviyenin belirlenmesi ve hastaligin toplulukta yok olmasi gibi
problemleri inceleyen matematiksel modeller, ozellikle diinya ¢apinda yasanan
pandemi doneminde daha da 6nemli bir hal almistr.

Salgin hastaliklar ile ilgili matematiksel modelleme c¢alismalarinin ilk
orneklerinden birisi olarak Isvicreli matematik¢i Daniel Bernoulli’nin ¢icek hastalig
ve O0liim oranlarini kullanarak asmin faydalarini géstermek i¢in yaptigr 1760 tarihli
calismasi gosterilebilir. Ozellikle hastaliklarin toplumdaki etkilerinin baz istatistikler
araciligl ile ifade edilmesini temel alan caligmalar bakteriyolojinin gelismesi ve
hastaliklarin yayiliminin bilimsel olarak agiklanabilmesinin ardindan 19. yiizyil
sonlarinda hiz kazanmistir (Bekiryazici, 2017). Ingiliz doktor Ronald Ross’un
kendisine 1902 yilinda Nobel tip ddiiliinii kazandiran sitma ile ilgili ¢aligsmalart bu
alandaki gelisimi farkli bir boyuta tasimistir. Ross’un 1915 yilinda yayimlanan “Some

a priori pathometric equations” baslikli makalesi insanlarda sitma goriilme orani ile
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sivrisinek sayis1 arasindaki iligkiyi belirten bir model icermektedir (Ross, 1915).
Hastaligin yayiliminin hastalik etkenleri ile hasta olma ihtimali olanlar arasindaki
iliskiye bagli oldugunu belirten ve giiniimiizde “Kiitle etkisi kanunu (Law of mass
action)” olarak bilinen bu prensibe dayanan bu ¢alismalar daha sonradan gelecek olan
caligsmalarin Oniinii agmistir.

Giliniimiizde salgin hastaliklarin yayiliminin modellenmesinde yaygin olarak
kullanilan matematiksel modellerin temelini olusturan kompartimanli modellerin
literatiire girisi ise 1927 yilinda olmustur. Iskog biyokimyac1 William Ogilvy Kermack
ve Iskog fizyolog Anderson Gray McKendrick tarafindan sunulan SIR modeli hastalik
yayiliminin matematiksel olarak ifade edilmesi icin kullanilacak ii¢ adi diferansiyel
denklemden olusan bir diferansiyel denklem sisteminden olugmaktadir. Toplumdaki
tiim bireylerin li¢ kompartimana ayrilmasi ve bu kompartimanlar arasindaki gegislerin
incelenerek hastaligin seyrinin modellenmesi prensibine dayanan SIR modeli 1927
yilinda literatiire girmesi ile salgin hastaliklar lizerine yapilan ¢alismalarin seyrini
degistirmistir (Kermack ve McKendrick, 1927). SIR modelinin denklemlerine
hastaligin farkli bilesenlerini temsil eden yeni parametreler eklenmesi veya
toplumdaki insanlar1 farkli 6zelliklerine gore daha fazla gruba ayirarak yayilimin
incelenmesi temeline dayanan farkli versiyonlari literatiirde siklikla kullanilmaktadir.
Ornegin asilanmis insanlarin farkli bir kompartiman iginde gruplandigi (V
~“vaccinated” kompartimani) ve virlise maruz kalmis ancak heniiz hastalanmamis
insanlarin farkli bir kompartiman i¢inde gruplandigi (E~“exposed” kompartimani)
SVEIR modeli bu versiyonlardan sadece biridir. SIR modeli ve varyantlarinin
literatiirdeki kullanimlar1 6zellikle 20. ylizyilin sonlarinda HIV viriisii hastaligi,
Kolera, Kus gribi ve Ebola gibi hastaliklarin incelenmesinde etkin olarak
kullanilmiglardir.

SIR modeli ve varyantlarinin literatiirde kullanimlar1 ile ilgili asagidaki
ornekler verilebilmektedir. Asilanmis bireylerin de incelenmeye dahil edildigi SVEIR
tipli kompartimanli modelle ilgili olarak Gumel vd. tarafindan 2006 yilinda yapilan ve
SARS hastaligina karsilik gelistirilen bir asinin hastalik yayilimima etkilerinin
arastirildigr bir calisma ornek gosterilebilir (Gumel vd., 2006). SVEIR tipli bir
kompartimanli model iceren bir diger ¢alismada 2017 yilinda Nkamba vd. tarafindan

Cocuk Felci hastaligina karsi gelistirilmis bir aginin etkilerini inceleyen bir model

37



kullanilmaktadir (Nkamba vd., 2017). Kuddus vd. tarafindan 2021 yilinda yapilan bir
calismada Kizamik hastaliginin Banglades’te yayilimina iki doz asinin etkileri bir
SVEIR tipli kompartimanli model ile incelenmistir (Kuddus vd., 2021). Dogustan
hastaliga kars1 bagisiklig1 olan bireylerin incelendigi M kompartimani kullanilarak
olusturulan MSEIR tipli modellere 6rnek olarak Bolarin tarafindan 2010 yilinda
yapilan Kizamik hastalig1 ile ilgili ¢aligma gosterilebilir (Bolarin, 2010). Benzer bir
calisma Danhausa vd. tarafindan dogustan Tiiberkiiloz hastaligina bagisikligi olan
bebeklerin durumunu g6z Oniine alacak sekilde yapilmistir (Danhausa vd., 2021).
Meester vd. tarafindan 2021 yilinda yapilan bir ¢alisma ise Hepatit E viriisiiniin bazi
hayvan popiilasyonlarinda yayilimini incelemek i¢in MSEIR tipli model kullanilmistir
(Meester vd., 2021). Viriise maruz kaldig1 veya hasta oldugu halde herhangi bir
hastalik  belirtisi  gOstermeyen  (asemptomatik) bireylerin  gruplandigt A
kompartimaninin SEIR tipli modele eklenmesiyle de farkli modellerin elde edildigi
goriilmektedir. Zhao vd. tarafindan 2020 yilinda yapilan bir ¢alisma yeni koronaviriis
(SARS-CoV-2) hastaliginin incelenmesi i¢in asemptomatik bireyleri de analiz eden bir
SEIAR tipli model igermektedir (Zhao vd., 2021). Shil vd. tarafindan 2011 yilinda
yapilan bir diger ¢alismada HIN1 viriisiiniin neden oldugu hastalik i¢in SEIAR
modelini igeren bir modelleme ¢alismast yapilmistir (Shil vd., 2011). Kim vd.
tarafindan 2016 yilinda yapilan bir calisma grip hastaliginin yayiliminda asinin
etkilerini incelerken SEIAR tipli bir model kullanmaktadir (Kim vd., 2016). SEIR
modelinin varyantlarindan biri de karantinadaki bireylerin Q kompartimani ile modele
dahil edilerek incelendigi SEQIR tipli modellerdir. Adawale vd. tarafindan 2017
yilinda yapilan bir ¢alismada Difteri hastaliinin yayilimi SEQIR tipli bir model
kullanilarak incelenmistir (Adawale vd., 2017). Das vd. tarafindan 2021 yilinda
yapilan bir ¢aligmada yeni koronaviriis hastaliginin yayilimi i¢cin SEQIR tipli bir model
kullamlmistir (Das vd., 2021). Ozellikle Q kompartimani aracilig: ile karantinadaki
bireylerin modele dahil edildigi sistemler son zamanlarda salgin hastaliklarin
yayilliminda daha fazla kullanilmaya baslamistir. Dolayisiyla 2019 yilinda Cin’de
baslayan pandemi ile ilgili yapilan modelleme ¢alismalarinda en ¢ok kullanilan model
tiplerinde biri de SEQIR tipli modellerdir.

SIR ve varyantlar1 aracilig1 ile yapilan modelleme c¢alismalarinin biiyiik bir

Olciide deterministik sistemler {izerinden yapildigi goriilmektedir. Bu modeller
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hastalik yayiliminin rastgele dogasini géz ardi etmekte ve hastalik yayilimu ile ilgili
bilesenlerin rastgele davraniglarin1 ¢alismada kullanmamaktadirlar. Ancak &zellikle
salgin hastaliklarin yayilimin1 modelleyen denklem sistemlerinde bu hastaliklarin
cesitli ozelliklerini temsil eden denklem parametrelerinin rastgele ¢okluklar olarak
kullanilmast hastaliklarin gercek hayattaki olas1 degisken davranisini modellemede
daha etkin bir inceleme imkan1 saglayacaktir. Bu asamada deterministik denklemlere
rastgele bilesenler ekleme ile ilgili iki yontem 6n plana ¢ikmaktadir. Bunlarin ilki
deterministik sayisal incelemelerde sabit degerler olarak kabul edilen parametrelerin
rastgele degiskenler olarak ele alinmasiyla olusturulan rastgele diferansiyel denklem
sistemleri iken ikincisi deterministik denklemlere stokastik giiriiltii terimleri
eklenmesiyle olusan stokastik diferansiyel denklemlerdir. Rastgele diferansiyel
denklem sistemleri ile ilgili literatiir genel anlamda son yillarda cesitli hastaliklarla
ilgili yapilan yaklasik ve sayisal ¢6ziim incelemelerinden olusmaktadir. Bekiryazici
vd. tarafindan 2016 yilinda yapilan bir ¢aligmada Dang Hummasi hastalig1 ile ilgili
sayisal ¢oziim ve simiilasyon igeren bir ¢alisma yapilmistir (Bekiryazici vd., 2016).
Merdan vd. tarafindan 2017 yilinda yapilan bir ¢aligmada Hepatit C hastaliginin
yayilimu ile ilgili ti¢ kompartimanli bir model tizerinde kararlhilik analizi ve rastgele
simiilasyon calismasi yapilmistir (Merdan vd., 2017). Merdan vd. tarafindan 2018
yilinda yapilan bir ¢alismada Ebola hastaliginin yayilimu ile ilgili bir model tizerinde
yaklagik analitik ¢6ziim incelemesi yapilmistir (Merdan vd., 2018). Bekiryazici vd.
tarafindan 2018 yilinda yapilan bir ¢alismada SVEIR tipli bir model kullanilarak
Cocuk Felci hastalig1 ile ilgili bir inceleme yapilmistir (Bekiryazici vd., 2018).
Bekiryazici vd. tarafindan 2021 yilinda yapilan bir ¢calismada Hepatit B hastaligi ile
ilgili SIIR tipli bir model kullanilarak rastgele bir inceleme yapilmistir (Bekiryazici
vd., 2021).

Rastgele diferansiyel denklem sistemleri ile ilgili literatiir kisitlt bir genislikte
olmasma ragmen stokastik c¢alismalar {izerine kapsamli bir literatiir oldugu
goriilmektedir. Bunun temel nedeni stokastik analizin daha kapsamli inceleme
yapmaya olanak saglamasi olarak gosterilebilir. Wang vd., 2018 yilinda yaptiklar
calismada SIS tipli kompartimanli modelin stokastik hali ile ilgili bir inceleme
yapmislardir (Wang vd., 2018). Miao vd. 2018 yilinda yaptiklar1 ¢alismada SIR

modelinin Brown hareketi kullanilarak elde edilen stokastik halinin hastaliklarin yatay

39



ve dikey bulagmasi tizerine uygulamasini vermislerdir (Miao vd., 2018). Arif vd. 2019
yilinda yaptiklari ¢aligmada tifo hastalig1 yayilimi i¢in dort kompartimanli bir stokastik
model lizerinde sayisal inceleme yapmislardir (Arif vd., 2019b). Song vd. 2018 yilinda
yaptiklar calismada stokastik SIRS tipli kompartimanli modelin ¢oziimlerinin varlig
ve tekligi ile ilgili inceleme yapmislardir (Song vd., 2018). Raza vd. 2019 yilinda
yaptiklar1 caligmada yedi kompartimanli bir stokastik model kullanarak Dang
Hummasi hastaliginin yayilimini incelemislerdir (Raza vd., 2019). Arif vd. 2019
yilinda yaptiklar1 caligmada alti kompartimanli bir stokastik model ile Hepatit B
hastaligmin yayilimi ile ilgili sayisal inceleme yapmislardir (Arif vd., 2019a).
Mummert ve Otunuga 2019 yilinda yaptiklart ¢alismada stokastik SEIRS tipli
kompartimanli modelin Grip hastaliginin yayilimi iizerine uygulamasini vermis ve
parametre tahmini incelemesinde bulunmuglardir (Mummert ve Otunuga, 2019). Feng
ve Qiu 2019 yilinda yaptiklar1 ¢caligmada Tiiberkiiloz hastaliginin yayilimi i¢in bir
stokastik model kullanmiglardir (Feng ve Qiu, 2019). Literatiirdeki stokastik
caligmalarin 6zel hastaliklarin yayilimi ile ilgili sayisal incelemelerinin yani sira bazi
kompartimanli modellerin genel davranislari i¢in yapilan teorik ¢calismalar1 da igerdigi
goriilmektedir.

Bu tez ¢aligmasi ile literatiirde yapilmis olan stokastik koronaviriis yayilimi
modelleme caligmalarina bir yenisi eklenecektir. Tez caligmalar1 kapsaminda
halihazirda var olan bir deterministik denklem sistemi stokastik giiriiltii kullanilarak
stokastik hale getirilecek ve bu sekilde hastaligin yayilimi i¢in kullanilan deterministik
ve stokastik modeller arasindaki farklar-benzerlikler incelenecektir. Stokastik modelin
farkli parametre degerleri ve yontemlerle kapsamli bir sekilde ele alinmasi sonucunda
literatiirde yogunlukla deterministik modeller kullanilarak incelenen koronaviriis
yayiliminda stokastik bilesenler kullaniminin sagladig1 avantajlarin 6ne ¢ikarilmasi

hedeflenmektedir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde tez ¢alismasinda kullanilacak olan deterministik model ile ilgili

hastalik tanitilacak ve stokastik model kurulumu ile ilgili ¢aligmalar sunulacaktir.

2.1. COVID-19 Hastahig

Koronaviriisler (CoV), Orta Dogu Solunum Sendromu (MERS-CoV) ve Agir
Akut Solunum Sendromu (Severe Acute Respiratory Syndrome, SARS-CoV) gibi
ciddi ve daha farkli hastaliklara neden olan genis bir viriis ailesidir. Koronaviriisler
insanlarda bulunur, viriislerin insanlarin birbirine bulastirdig1 ve ¢ogunlukla soguk
alginligina neden olan farkli alt tipleri de (HCoV-229E, HCoV-OC43, HCoV-NL63
ve HKUI1-CoV) vardir. Ayrica bir¢cok farkli koronaviriis alt tiirii hayvanlarda da
bulunmakta olup hayvanlardan insana tasiarak agir hastaliklara sebep oldugu
goriilmiistiir. SARS-CoV vakasi ilk olarak 2003 yilinda goriiliip daha Onceden
bilinmeyen bir viriis oldugu ve bir¢ok kisinin 6liimiine sebebiyet verdigi ortaya
cikmistir (URL-1).

31 Aralik 2019 tarihinde, Diinya Saglik Orgiitii (DSO) tarafindan Cin’in Hubei
eyaletinin Vuhan sehrinde tedavi edilemeyen zatiirre benzeri semptomlar gosteren
vakalar bildirilmistir. Bu virlis daha 6nceki bilinen koronaviriislerden farkli oldugu
icin SARS-CoV-2 olarak isimlendirilmis ve bu viriisiin sebebiyet verdigi hastaligin ad1
ise COVID-19 olarak adlandirilmigtir. COVID-19 vakalari Cin’de goriilmeye
basladiktan kisa bir siire sonra tiim diinyay1 etkisi altma almistir (Issever vd., 2020).
COVID-19 salgimm1 Diinya Saglik Orgiitii tarafindan 12 Mart 2020 tarihi itibariyle
pandemi olarak ilan edilmistir.

Caligmalar sonucunda hastaligin damlacik veya temas yolu ile insandan insana
bulastig1 goriilmiistiir. Ayrica, kulugka ortalama siiresi 4-5 giin (0-14 giin) olarak
gosterilmistir. COVID-19 belirtileri genellikle degisken olup en yaygin belirtileri ates,
kuru oksiiriik, yorgunluk, nefes darligi, koku alma ve tat alma duyularinda kayip
yasanmaktadir. COVID-19 viriisii enfekte bir kisinin bagkasiyla yakin temasi
sonucunda bulagsmakta olup enfekte kisinin konusmasi, hapsirmasi, oksiirmesi gibi
sebeplerle agiz, burun veya goze temasiyla yayilmaktadir. Enfekte birinin hastalik

belirtisi gostermeden 2 giin 6nce bile baskalarina bulagtirmasi miimkiindiir. Teshis i¢in
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agizdan ve burundan siiriintii yontemi ile alinan 6rnek incelenerek tespit edilir. Alinan
orneklerin sonuglar1 birkag saat ile 2 giin igerisinde ¢ikmaktadir. Bilim insanlari,
hastaliga neden olan viriis soyunu izole etmis ve genetik yapisini yayimlayarak diinya
capinda laboratuvarlarin enfeksiyonu teshis etmeleri i¢cin PCR testleri gelistirmesine
olanak tanimistir. Ayrica daha hizli sonug veren testler i¢in ¢aligmalar yapilmaktadir.
COVID-19 viriisiinden korunmak icin maske, sosyal mesafe, el temizligi, yiize
temasin az olmasi, 6ksiime ve hapsirma durumlarinda agzin kapatilmasi ve karantina
gibi dnleyici tedbirler alinmaktadir (URL-2). Hastalik ileri yas ve kronik hastalig1 olan
kisilerde siddetli seyredebilir veya Oliimle sonuglanabilmektedir. Oliim oram
erkeklerde daha fazla oldugu gozlenmistir ve bu dliim orani diinya genelinde %2-3
olarak degisiklik gostermektedir (Dikmen vd., 2020).

COVID-19 ilk olarak Cin’in Vuhan sehrinde goriildiikten sonra viriisiin hizli
bir sekilde yayilmasini engellemek i¢in sehir 23 Ocak 2020°de karantinaya almistir.
Bu sebeple diger iilkelere ugak seyahatleri durdurulmustur. Tiirkiye ve diger pek ¢ok
iilke buradan vatandaslarini tahliye etmis ve onlar1 karantinaya alip viriisiin
yayilmasini engellemeye ¢aligmislardir (URL-2). COVID-19 viriisii Cin’de goriilmeye
basladiktan sonra en fazla goriildiigii iilke Italya olmustur. Italya’da kademeli olarak
Oonlemler artirtlmaya baglamistir. Bu Onlemler kapsaminda bazi bdlgelerde giris
cikislar yasaklanip, bazi etkinlikler ve spor miisabakalar1 ertelenerek karantina
onlemlerini tiim iilkeye yayilmistir. Italya gibi iran da viriisiin hizla yayildig: iilkeler
arasinda yer almistir. Iran 12 Mart 2020 tarihi itibariyle hem vaka hem de 6liim say1s1
acisindan diinyada iigiincii sirada yer almustir. Iran’mn ardindan Giiney Kore, Fransa,
Ispanya, Almanya, Japonya, ABD ve Ingiltere’de vakalarin hizla gériiliip énlemlerin
alindig1 baslica iilkeler olmuglardir (URL-3).

COVID-19 vakasmin DSO tarafindan 04.04.2023 tarihi itibariyle en ¢ok vaka
ve Oliim goriilen baslica tilkeler siralamasi soyledir: ABD’de goriilen kiimiilatif vaka
sayis1 102 milyon 247 bin 392 olup, 6liim sayis1 1 milyon 117 bin 54’tiir. Hindistan’da
goriilen kiimiilatif vaka sayis1 44 milyon 704 bin 147 olup, 6liim sayis1 530 bin 760
kisidir. Brezilya’da kiimiilatif vaka sayis1 36 milyon 987 bin 682 olup, 6liim say1s1 696
bin 742’dir. Birlesik Krallik’ta goriilen kiimiilatif vaka sayis1 24 milyon 286 bin 411
olup, 6liim say1s1 210 bin 396 kisidir. Rusya Federasyonu’nda goriilen kiimiilatif vaka

say1s1 22 milyon 603 bin 646 olup, 6liim sayis1 397 bin 146 kisidir (URL-4).
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DSO verilerine gore; 04 Nisan 2023 itibariyle, diinya genelindeki COVID-19
kaynakli onaylanmis vaka sayisinin 761 milyon 402 bin 282’e ulastigi, 6liim sayisinin
ise 6 milyon 887 bin oldugu goriilmektedir (URL-4). Tiirkiye Cumhuriyeti Saglik
Bakanlig1 verilerine goére Mart 2023 sonu itibariyle Tiirkiye genelindeki COVID-19
kaynakli onaylanmis vaka sayist 17 milyon 232 bin 66’ya ulastig1, 6liim sayisinin ise
102 bin 174 oldugu goriilmektedir (URL-1).

SARS-CoV-2 (COVID-19) enfeksiyonu i¢in as1 caligmalarinda biiytik yol kat
edilmis olup, kesin tedavi edecek etkin bir ilag ile ilgili calismalar devam etmektedir.
Yapilan ¢calismalar sonucunda gelistirilen bazi1 agilar diinya ¢capinda milyarlarca insana
uygulanmistir. Gelistirilen bazi asilar Pfizer/Biontech, Moderna, AstraZeneca/Oxford,
Sinovac Biontech isimleri ile bilinmektedir. Diinya Saglik Orgiitii verilerine gore; 27
Mart 2023 tarihi itibariyle toplam 13 milyar 317 milyon 121 bin 247 as1 dozu
uygulanmistir (URL-4). Tiirkiye Cumhuriyeti Saghik Bakanligi verilerine gore; 04
Nisan 2023 tarihi itibariyle 152 milyon 710 bin 103 doz as1 uygulanmistir (URL-1).

Diinya Saghik Orgiitii gectigimiz giinlerde COVID-19’un artik yerlesik ve
devam eden bir saglik sorunu oldugunu ve uluslararas1 6éneme sahip bir halk saglig

acil durumu teskil etmedigini agiklamistir (URL-5).

2.2. Deterministik Model

Bu ¢alismada, COVID-19 pandemisinin yayiliminin modellenmesi i¢in 2021
yilinda Ahmed vd. tarafindan yayimlanan “A mathematical model of Coronavirus
Disease (COVID-19) containing asymptomatic and symptomatic classes” baslikli
calismada sunulan deterministik adi diferansiyel denklem sistemi temel alinacaktir. Bu
diferansiyel denklem sistemi, literatiirde siklikla kullanilan SEIR modeline
karantinadaki bireyleri iceren Q kompartmaninin eklenmesi ve hastalik bulagmis
bireyleri igeren I kompartmanmin semptomatik ve asemptomatik bireyleri igeren
kompartmanlar I, ve I olarak ikiye bdliinmesiyle elde edilmistir. Olusan diferansiyel

denklem sisteminin akis semas1 kaynak calismada asagidaki gibi verilmektedir (Sekil

4) (Ahmed vd., 2021).
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Sekil 4. COVID-19 yayilim semasi (Ahmed vd., 2021)

Bu akis semasinda hastaligin yayiliminin parametreler kullanilarak nasil deterministik

adi diferansiyel denklem sistemine oturtuldugu goriilmektedir. Akis semasinda S

degiskeninden Q degiskenine 7§ oraninda transfer olmaktadir. R degiskeninden uR

oraninda dogal 6liim gerceklesmektedir. Parametreler, agiklamalar1 ve diferansiyel

denklem sisteminin sayisal ¢oziimiinde kullanilacak olan deterministik sayisal

degerleri agagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 1).

Tablo 1. Parametrelerin aciklamalari ve sayisal degerleri

Par. Aciklama Sayisal Deger
T Hastaliga duyarl bireylerden karantinaya transfer orani 0.0002

B Duyarli kisiler ve maruz kalan kisiler arasindaki temas orani 0.0805

6 Semptomatik enfekte bireyde koronaviriise bagli 6liim orani 1.6728 x 107>
y Maruz kalan bireyin karantinaya transfer orani 2.0138 x 107*
n Maruz kalmis bireylerin semptomatik gruba transfer orani 0.4478

0 Karantinadan asemptomatik enfekte bireylere transfer orani 0.0101

U Dogal 6liim oran 0.0106

v Karantinadan semptomatik enfekte kisilere transfer orani 3.2084 x 107*
o Maruz kalan bireylerin asemptomatik bireylere transfer oranm 0.0668

A Katilim orani 0.02537

7 Asemptomatik enfekte bireylerin iyilesme orant 5.7341 x 107>
Ty Semptomatik enfekte bireylerin iyilesme oranm 1.6728 x 107>
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Bu parametrelerin sayisal degerleri giinlilk degisim oranmi gdstermektedir. T
parametresi hastaliga duyarli bireyden karantinaya transferin bir giinliik oranin 0.0002
oldugunu, § parametresinin ise duyarli kisiler ve maruz kalan kisiler arasindaki temas
oranin 0.0805 degerlerine sahip oldugunu belirtmektedir. Bu parametreler ve akis
semast kullanilarak kaynak caligmada deterministik diferansiyel denklem sistemi

asagidaki gibi verilmektedir.

PO A= G+ WS — BSWE®),

dE
dit) = BS(OE®) — (v + u+ 0+ DE®),

% = 15(6) + VE(®) — (i + v + 0)Q(b),

dIL(0) ¥
gt =0dE(t) +609Q(t) — (u+ r)Ia(t),

d’;g” =nE) +vQ(t) — (6 + pu + rp)Is(0),

diit) =1, (t) + rpIs(t) — uR(t).

(2) diferansiyel denklem sisteminde S(t) hastaliga duyarh bireyleri, E(t) hastalik
bulagsmis ancak heniiz hastalanmamis bireyleri, Q(t) karantinadaki bireyleri, I, (t)
asemptomatik yani hasta ve belirti gostermeyen bireyleri, I5(t) semptomatik yani
hasta ve belirti gosteren bireyleri ve R(t) ise hastaliktan iyilesmis bireyleri
gostermektedir. Bu diferansiyel denklem sisteminin sayisal incelenmesinde
kullanilacak olan baslangic degerleri ise kaynak c¢alismada asagidaki gibi
verilmektedir (Ahmed vd., 2021).

S(0) = 0.5,E(0) = 0.2,0(0) = 0.1,1,(0) = 0.2, 1,(0) = 0.1, R(0) = 0. 3)

Burada verilen baslangic degerlerine gore popiilasyonda t = 0 aninda hastaliga
duyarli bireyler 0.5, hastalik bulasmis ancak heniiz hastalanmamis bireyler 0.2,
karantinadaki bireyler 0.1, asemptomatik yani hasta ve belirti gostermeyen 0.2,

semptomatik yani hasta ve belirti gdsteren bireyler 0.1, hastaliktan iyilesmis bireyler
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ise 0 olmaktadir. (2) ile verilen diferansiyel denklem sistemi, (3) baslangi¢ kosullar
ile birlikte Sekil 1°de verilen akis semasima uygun olarak COVID-19 pandemisinin

toplum icindeki yayilimimi modellemektedir.

2.3. Stokastik Model

(2) ile verilen deterministik diferansiyel denklem sistemi COVID-19
pandemisinin yayiliminin deterministik davranisini modellemektedir. Bu model
kullanilarak hastaligin yayiliminin rastgele davranislarini modellemek i¢in iki yol
izlenebilir. Bunlardan ilki modelde rastgele parametreler kullanarak rastgele
diferansiyel denklem sistemi elde etmek iken ikincisi denklemlere stokastik giiriiltii
terimleri eklenerek bir stokastik diferansiyel denklem sistemi elde edilmesidir. ikinci

yol izlenirse

dS, = (A= (r + WS — BSOE®))dt + a,S,dW,,,

dE, = (BSE®) — (v + p+ n+ 0)E®))dt + ayEdW,,,

dQ, = (tS® + yE@®) — (u+ v+ 0)Q(t))dt + azQ.dW,,,

dly, = (GE(®) + 09(8) — (u + m)Ia(D))dt + ayly ,dW,,, @
dls, = (ME®) +vQ(t) — (6 + p + 1)Is(0))dt + asls AW,

dR; = (r s (D) + 1,5 (t) — uR())dt + agR AW,

seklindeki stokastik diferansiyel denklem sistemi elde edilmis olur. Burada a;,i = 1,6
katsayilar1 stokastik diferansiyel denklemlerin difiizyon katsayilarinin 6lgeklendirici
parcalaridir ve degiskenler ile birlikte diflizyon katsayilarini olusturmaktadirlar.
Benzer sekilde W ,i= 1,6 ile ise birbirlerinden bagimsiz Wiener siiregleri
gosterilmektedir. (4) stokastik diferansiyel denklem sisteminin baslangi¢ kosullari
deterministik diferansiyel denklem sistemi (2) ile aym sekilde verilecek (3)
kosullaridir. Bu baslangic kosullar ile (4) stokastik diferansiyel denklem sistemi
Euler-Maruyama ve Milstein yontemleri kullanilarak sayisal olarak ¢oziilecek ve elde
edilen S, Ey, Qy, Iy, Is, ve Ry stokastik siireclerinin davranislari incelenerek COVID-
19 pandemisinin yayilimimin stokastik davramiglari yorumlanacaktir. Bu model
kullanilarak hastalik yayilimu ile ilgili rastgele realizasyonlarin ve beklenen degerlerin

incelenebilmesine olanak saglanacaktir.
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3. BULGULAR

Bu kisimda COVID-19 hastaliginin deterministik diferansiyel denklem sistemi
olarak sayisal ¢oziimleri ve bu denklem sistemine stokastik giiriiltii terimi eklenerek
elde edilen stokastik diferansiyel denklem sisteminin sayisal ¢éziimlerinin Euler-
Maruyama ve Milstein yontemleriyle simiilasyonlar1 yapilmaktadir. Hastaligin
rastgele etkiler altindaki davraniglar1 yapilan simiilasyonlarda elde edilen sonuglar

vasitastyla tahmin edilebilmektedir.

3.1. Deterministik Sonuglar
Deterministik modelin sayisal ¢éziimleri MATLAB (ode23s) kullanilarak elde

edilmistir. Cozlimlerin stokastik siirecler ile uyumlulugu sonraki ¢aligmalarda

yapilacaktir (Sekil 5).
. Deter ministik Coziimler
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Sekil 5. Deterministik ¢oziimler
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Deterministik ¢oziimlerde elde edilen u¢ degerler bir sonraki boliimde stokastik
sonuglar ile ele alinacaktir. Kompartimanlarin ¢oziim egrileri incelenerek
deterministik modelin tasvir ettigi yayilim dinamikleri asagidaki gibi yorumlanabilir.
S(t) degeri siirekli artig gostermektedir. E(t) degeri ilk haftalarda hizla diiserken
sonraki haftalarda diisiis hizi azalmaktadir. Q(t) degeri siirekli olarak diisiis
gostermektedir. I, (t) degeri baslangicta artis gdstermekte olup ilerleyen haftalarda bu
degerde diisiis olmaktadir. I5(t) degeri ilk 7 haftalik siirecte hizla yiikselirken ilerleyen
haftalarda diismektedir. R(t) degeri ilk haftalardan itibaren artmakta olup son

haftalarda artis hiz1 azalmaktadir.

3.2. Stokastik Sonuclar (Euler-Maruyama)

SEQI4IR tipli model i¢in olusturulan diferansiyel denklem sisteminde
deterministik modelin yaklasik ¢oziimleri ile bu modele eklenen stokastik gliriiltii
terimlerin olusturmus oldugu stokastik diferansiyel denklem sistemin beklenen
yaklasik ¢oziimleri birbirleriyle uyumlu oldugu goriilmektedir. Yaklasik ¢oziimler ile
beklenen degerler arasindaki ufak farkliliklar eklenen rastgelelik teriminin sonucunda
ortaya c¢ikmaktadir seklinde yorumlanabilir. Olusturulan stokastik diferansiyel
denklemi, Euler-Maruyama yontemi kullanarak 100 haftalik siirecte incelendiginde
karsimiza c¢ikan sayisal ¢oziimlerin beklenen maksimum ve minimum degerleri
sOyledir.

S(t) ile gosterilen hastaliga duyarlari bireylerin t = 0 aninda 0.5000 minimum
beklenen degerini alirken t = 100 anda 1.7141 maksimum beklenen degerini
almaktadir. S(t), 100 haftalik siirecte devamli artig halindedir. Deterministik sonug
grafiginde goriildiigii gibi stokastik sonuglar ile oOrtiismektedir. Deterministik ug
noktalart minimum 0.5 (t = 0) iken, maksimum 1.7152 (t = 100) degerini alarak
stokastik u¢ noktalari ile benzer sonuclar elde edilmektedir (Sekil 6, Sekil 8).

E (t) ile gosterilen hastalik bulasmis ancak heniiz hastalanmamuis bireylerin t =
100 aninda 0 minimum beklenen degerinde, t = 0 aninda ise 0.2000 maksimum
beklenen degerinde oldugu goriilmektedir. E(t), ilk haftalarda maksimum degerde
olup sonraki birka¢ haftada hizla azalarak minimum degerine yaklasmistir ve siirecin
sonuna kadar bu degerde devam etmektedir. Deterministik sonuglar ile stokastik

sonuclar grafiklerde goriildiigii gibi uyumlu ¢ikmaktadir. Deterministik u¢ nokta
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minimum 0 (¢t = 37.7) olurken, maksimum 0.2000 (t = 0) olup stokastik u¢
degerlerle uyumlu oldugu goriilmektedir (Sekil 6, Sekil 8).

Q(t) ile gosterilen karantinadaki bireylerin ¢ = 0 aninda 0.1000 maksimum
beklenen degerinde oldugu, t = 100 aninda ise 0.0239 minimum beklenen degeri
aldig1 goriilmektedir. Q(t), ilerleyen haftalarda siirekli diiserek minimum degere
ulagmaktadir. Deterministik sonuclar ile stokastik sonuglar grafiklerdeki gibi benzer
sonuclar verirken uyumlu olduklar1 goézlenmektedir. Deterministik u¢ noktalar
minimum 0.0239 (t = 100) ve maksimum 0.1000 (t = 0) degerleri olup stokastik
sonuglarla benzerdir (Sekil 6, Sekil 8).

1,(t) ile gosterilen asemptomatik yani hasta ve belirti géstermeyen bireylerin
t = 4.8000 anda 0.2190 maksimum beklenen degerine ulastigi, ¢ = 100 anda 0.1055
minimum beklenen degerinde oldugu gorilmektedir. I4(t), ilk haftalarda yiikselip
maksimum degere ulastiktan sonra ilerleyen haftalarda diisiise gegmektedir.
Deterministik ve stokastik sonuclar grafiklerde goriildiigi gibi birbirleriyle
ortiismektedir. Deterministik u¢ degerleri minimum 0.1047 (¢ = 100), maksimum
0.2186 (t = 4.600) alirken stokastik sonuglarla uyumlu oldugu goriilmektedir (Sekil
7, Sekil 9).

I5(t) ile gosterilen semptomatik yani hasta ve belirti gosteren bireylerin t = 0
aninda 0.1000 minimum beklenen degerinde oldugu, ¢ = 7.1000 aninda 0.2633
maksimum beklenen degerini aldig1 goriilmektedir. I¢(t), ilk haftalarda minimum
degerinde olup, sonraki yedi haftalik siiregte hizla yiikselip maksimum degere
ulastiktan sonra ilerleyen haftalarda azalmaktadir. Deterministik u¢ deger ile stokastik
u¢ degerler benzer sonuglar vermektedir. Deterministik minimum degeri 0.1000 (t =
0) iken, maksimum degeri 0.2626 (t = 7.200) olmaktadir (Sekil 7, Sekil 9).

R(t) ile gosterilen hastaliktan iyilesmis bireylerin ¢ = 0 aninda 0 minimum
beklenen degerinde oldugu, t = 98.5000 anda maksimum beklenen degere ulastigi
grafiklerden goriilmektir. R(t), ilerleyen haftalarda artarak maksimum degere
yaklastig1, son haftalarda artis hizinda azalma yasandig1 goriilmektedir. Deterministik
sonuclar ve stokastik sonucglari grafiklerde gorildiigii gibi Ortiismektedir.
Deterministik u¢ noktalar1 minimum 0 (¢t = 0) ve maksimum 0.0007 (¢t = 100)

degerinde olmaktadir (Sekil 7, Sekil 9).
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Sekil 7. Belirti gdstermeyen, belirti gosteren ve iyilesen insanlarin rastgele ve
ortalama gerceklesmeleri
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Sekil 8. Hastaliga duyarli, hastalik bulagsmis, karantinadaki insanlarin beklenti ve ug

degerleri
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Sekil 9. Belirti gdstermeyen, belirti gdsteren ve iyilesen insanlarin beklenti ve ug
degerleri
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Grafiklerde kompartimanlarin bazi rastgele davraniglari, ortalama davranislar
ve ortalama davranislarinin ug degerleri gosterilmektedir. Bu boliimdeki sonuglar
stokastik modelde a; = 0.01,i =1,...,6 difiizyon katsayis1 ve N = 215 tekrar

kullanilarak yapilan simiilasyondan elde edilmistir.

3.3. Stokastik Sonuclar (Milstein)

SEQI4IsR tipli stokastik diferansiyel denklem sistemi i¢in Milstein yonteminin
uygulanmasiyla elde edilen u¢ degerler hem deterministik u¢ degerlerle hem de Euler-
Maruyama ile benzer u¢ degerler vermektedir. S(t) degiskeni i¢in minimum degeri
t = 0 aninda 0.5000 olup, t = 100 aninda 1.7150 maksimum degerini almaktadir
(Sekil 10, Sekil 12). E(t) degiskeni i¢in minimum deger t = 100 aninda O iken,
maksimum degeri t = 0 aninda 0.2000 olarak elde edilmistir (Sekil 10, Sekil 12).
Q(t) degiskeni i¢cin minimum degeri t = 100 aninda 0.0240 olup, t = 0 aninda
0.1000 maksimum degeri olmaktadir (Sekil 10, Sekil 12). I, degiskeni i¢in minimum
degeri t = 100 aninda 0.1047 iken, maksimum degeri t = 4.600 aninda 0.2188 elde
edilmektedir (Sekil 11, Sekil 13). I degiskeni i¢in minimum degeri t = 100 aninda
0.0999 olup, t = 7 aninda 0.2627 maksimum degeri olmaktadir (Sekil 11, Sekil 13).
R(t) degiskeni i¢in t = 0 aninda minimum degeri 0 iken, t = 99.8000 aninda
maksimum 0.0007 degerini almaktadir (Sekil 11, Sekil 13).
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Sekil 10. Hastaliga duyarli, hastalik bulagsmis ve karantinadaki insanlarin rastgele ve
ortalama gerceklesmeleri
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Sekil 11. Belirti géstermeyen, belirti gdsteren ve iyilesen insanlarin rastgele ve
ortalama gerceklesmeleri
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Sekil 12. Hastaliga duyarli, hastalik bulagsmis ve karantinadaki insanlarin beklenti ve

uc degerleri
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Sekil 13. Belirti gostermeyen, belirti gosteren ve iyilesen insanlarin beklenti ve ug

degerleri
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Grafiklerde kompartimanlarin bazi rastgele davraniglari, ortalama davranislari
ve ortalama davraniglarinin u¢ degerleri goriilmektedir. Bu boliimdeki sonuglar da
stokastik modelde a; = 0.01,i =1,...,6 difiizyon katsayis1 ve N = 215 tekrar

kullanilarak yapilan simiilasyondan elde edilmistir.

3.4. Sonuclarin Karsilastirilmasi ve Yorumlanmasi

Bu boliimde COVID-19 hastaligimin deterministik modelin sonuglar1 ile
rastgele etkiler altindaki davranisinin incelenmesi i¢in olusturulan stokastik modelin
Euler-Maruyama ve Milstein yoOntemleriyle elde edilen ortalama sonuglari

karsilastirtlacaktir.

Tablo 2. Kompartimanlarin deterministik, Euler-Maruyama ve Milstein
yontemleriyle elde edilen u¢ degerleri

Minimum Maksimum
Deterministik Eulers Milstein | Deterministik Euler- Milstein
Maruyama Maruyama
S(t) 0.5 0.5 0.5 1.7152 1.7141 1.7150
E(t) 0 0 0 0.2 0.2 0.2
Q(t) 0.0239 0.0239 0.0240 0.1 0.1 0.1
1,(t) 0.1047 0.1055 0.1047 0.2186 0.2190 0.2188
I5(t) 0.1 0.1 0.0999 0.2626 0.2633 0.2627
R(1) 0 0 0 0.0007 0.0007 0.0007
Kaynak ¢alismada modelin iireme katsayis1 R, = m seklinde verilmistir.

Parametre degerleri simiilasyon i¢in A = 0.02537, g = 0.0805, 7 = 0.0002, y =
2.0138 x 107%, n = 0.4478, 0 = 0.0668 ve u = 0.0106 olarak kullanildig1 i¢in bu
tireme katsayist Ry = 0.359916 olarak hesaplanmaktadir. Ry < 1 olmasi durumu
toplumda hasta bir bireyin hastaligini bir kisiden daha az oranda kisiye bulastiracagini
gosterdigi i¢in bu lireme katsayisi incelenen silire¢ sonunda hastaligin toplumda yok
olmas1 beklentisini olusturmaktadir. Sayisal sonuglar ve ¢6ziim grafikleri g6z oniine
alindiginda incelenen 100 haftalik siire¢ sonunda topluluktaki hastaliga maruz kalmis
(E (t)), karantinaya alinmis bireylerin (Q(t)) ve hastalik belirtisi gostermeyen-
gosteren (1,(t), I;(t)) bireylerin biiyiik oranda azalma gésterdigi ve neredeyse sifira
yaklagtig1 goriilmektedir. Bu sonu¢ R, = 0.359916 degerinin olusturdugu beklenti ile

uyumlu olup kullanilan denklem sistemi, baslangi¢ degerleri ve parametrelerin
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modelledigi durumda hastaligin toplulukta biiytik bir salgina doniismeyecegi anlamina
gelmektedir. Farkli parametre degerleri ile R, > 1 olan bir durumun modellenmesi bir
hasta bireyin toplulukta hastaligini birden daha biiyilik oranda kisiye bulagtiracagi ve
hastaligin salgina déniisecegi bir senaryonun da modellenmesi miimkiindiir. Ornegin
hastaliga duyarl bireyler ile hastaliga maruz kalmis bireylerin temas oranini gosteren
f parametresinin degerinin f = 0.0805 yerine f = 0.38091 alinmas1 durumunda
tireme katsayis1 Ry = 1.703052 olarak elde edilmektedir. Bu durum hastaliga maruz
kalmis bireyler ile hastaliga duyarl bireylerin arasindaki temasin artmasi durumunda
olarak ifade edilebilecegini

hastaligin  salgina doniliseceginin  matematiksel

gostermektedir.
Asagidaki sekilde (4) stokastik modeliyle COVID-19 hastaliginin 100 hafta
boyunca stokastik giiriiltii altindaki ortalama ger¢eklesmeleri ve deterministik modelin

¢cOziimleri Euler-Maruyama yontemi kullanilarak verilmektedir (Sekil 14).
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Sekil 14. Hastaliga duyarl, karantinadaki, belirti gésteren ve iyilesen insanlarin

farkli difiizyon degerleri igin ¢oziimleri
Asagidaki tablolarda Sekil 14 ile verilen simiilasyonlarda §,Q,Is, R
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kompartimanlari igcin MATLAB programinda 210 tekrar kullanilarak (a; = a), farkh
difiizyon katsayilar ile elde edilen ug degerler gosterilmektedir (Tablo 3, 4, 5, 6).

Tablo 3. Euler-Mar. yontemi ve N = 21° tekrar i¢in § kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.5 0 1.7152 100
a=0.10 0.5 0 1.7249 99.8
a = 0.15 0.5 0 1.6711 99.1
a =0.20 0.5 0 1.7455 99.5
Tablo 4. Euler-Mar. yontemi ve N = 210 tekrar icin Q kompartimanina ait sonuglar
Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.0239 100 0.1 0
a =0.10 0.0235 100 0.1 0
a = 0.15 0.0210 99.6 0.1 0
a = 0.20 0.0238 98.1 0.1 0
Tablo 5. Euler-Mar. yontemi ve N = 219 tekrar icin /s kompartimanina ait sonuglar
Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.1 0 0.2626 7.2
a=0.10 0.0992 100 0.2620 7.1
a = 0.15 0.1 0 0.2610 6.1
a = 0.20 0.1 0 0.2684 7.3

Tablo 6. Euler-Mar. yontemi ve N = 210 tekrar icin R kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0 0 0.0007 100
a=0.10 0 0 0.0007 93.8
a = 0.15 0 0 0.0008 92.5
a =0.20 0 0 0.0007 99.4

Bu ilk simiilasyonda (4) stokastik modeli Euler-Maruyama ydntemi ile 219
tekrar kullanilarak ¢ozdiirtilmiistir ve farkli difiizyon katsayilar1 ile elde edilen
ortalama gerceklesmeleri S,Q, s, R kompartimanlar1 icin kendi aralarinda ve
deterministik sonugclarla karsilastirilmistir. Diflizyon katsayilarindaki degisikliklerin
sonuglar1 nasil etkiledigi gosterilmeye calisilmistir. Bu dort kompartimanin a =
0.10,a = 0.15 ve @ = 0.20 artan degerleri icin stokastik ve deterministik sonuglar1
grafik ve tablolar ile sunulmaktadir. Stokastik giiriiltiiniin yogunluguna etki eden
difiizyon katsayisinin artigi, stokastik degiskenligi arttirmakta olup katsayidaki diistis
ile stokastik sonuclardaki degiskenlik azalarak deterministik sonuglara yakin hale

gelmesi beklenmektedir. Grafiklerde goriildiigii gibi kompartimanlarin, @ = 0.10 en
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diisiik degeri icin vermis oldugu yesil sonuglar deterministik egriye daha yakin
olmaktadir. Diflizyon katsayisindaki artislar nedeniyle @ = 0.15 degeri i¢in mavi ve
a = 0.20 degeri icin ise kirmizi olan stokastik sonucglarda degiskenlik giderek
artmaktadir. Tablolara bakildiginda difiizyon katsayisindaki artislar sebebiyle
¢Ozlimlerin ve gergceklesme zamanlarinin degisimi s6z konusu olsa da minimum ve
maksimum degerler benzerlik gostermektedir. Hastaliga duyarli insanlarin
kompartimani olan S i¢in elde edilen maksimum sonuglar hem deterministik hem de
ic diflizyon degeri i¢in t = 99.1 ile t = 100 zaman araliginda elde edilmis olup
bulunan degerler 1.6711 ile 1.7455 arasinda degismektedir. Benzer sekilde
karantinadaki insanlarin kompartimani olan Q i¢in de minimum deger, dort durumda
dat =98.1ilet = 100 arasinda elde edilmis ve bulunan sonuclar 0.0210 ile 0.0239
arasinda degisim goOstermektedir. Ayni zamanda belirti goOsteren insanlar
kompartimanm1 Ig ve iyilesen insanlar kompartimani R i¢in de benzer durumlar
gerceklesmektedir (Tablo 3-6).

COVID-19 hastaliginin (4) stokastik modeliyle 100 haftalik siire¢ icerisinde
stokastik giirliltii altindaki ortalama gerceklesmeleri ve deterministik modelin

coztimleri Milstein yontemi kullanilarak asagidaki sekilde verilmektedir (Sekil 15).
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Sekil 15. Hastaliga duyarl, karantinadaki, belirti gésteren ve iyilesen insanlarin
farkl diflizyon degerleri i¢in ¢ozlimleri

Sekil 15 ile verilen simiilasyonlarda S, Q, I R kompartimanlar1 icin MATLAB
programinda 210 tekrar kullamlarak, farkli difiizyon katsayilari ile elde edilen ug

degerler tablolarda gosterilmektedir (Tablo 7, 8, 9, 10).

Tablo 7. Milstein yontemi ve N = 219 tekrar icin S kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.5 0 1.7152 100
a=0.10 0.5 0 1.7554 100
a = 0.15 0.5 0 1.7630 99.9
a =0.20 0.5 0 1.7167 100
Tablo 8. Milstein yéntemi ve N = 21° tekrar icin Q kompartimanina ait sonuglar
Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.0239 100 0.1 0
a =0.10 0.0252 100 0.1 0
a = 0.15 0.0256 100 0.1 0
a =0.20 0.0225 94.7 0.1 0
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Tablo 9. Milstein yontemi ve N = 210 tekrar i¢in I; kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.1 0 0.2626 7.2
a=0.10 0.0955 100 0.2658 7.7
a = 0.15 0.0919 100 0.2701 8.1
a = 0.20 0.1 0 0.2660 9

Tablo 10. Milstein yontemi ve N = 210 tekrar icin R kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0 0 0.0007 100
a=0.10 0 0 0.0007 99.9
a = 0.15 0 0 0.0007 98.5
a =0.20 0 0 0.0008 94

(4) stokastik modeli Milstein yontemi ile N = 210 tekrar kullanilarak ve farkli
difiizyon katsayilar1 ile elde edilen ortalama gergeklesmeleri S,Q, [, R
kompartimanlari i¢in kendi aralarinda ve deterministik sonuglarla karsilastirilmistir.
Euler-Maruyama yonteminde kullanilan farkli difiizyon katsayilarini bu kez Milstein
yontemi icinde kullanarak sonuclarin nasil etkilendigi gosterilmeye calisiimistir.
Milstein yonteminde de a = 0.10,a = 0.15,« = 0.20 difiizyon katsayilar1 i¢in
stokastik giiriiltiinliin miktar1 kontrol eden deger oldugundan difiizyon katsayisindaki
artis ile stokastik sonuclardaki dalgalanmalar artarken, bu katsayidaki azalis ile
sonuglar da deterministik sonuglara yaklasmaktadir. Ornegin I kompartmani igin
maksimum degerler t = 7.2 ile t =9 arasinda elde edilmis ve bulunan degerler
0.2626 ile 0.2701 arasinda degisim gostermektedir. R kompartimani iginde
maksimum degerler t = 94 ile t = 100 araliginda olup elde edilen degerler 0.0007
ile 0.0008 arasinda degismektedir.

Benzer sekilde hastaliga duyarli insanlar kompartimani S ve karantinadaki insanlar
kompartimani Q i¢in de bu durum gecerlilik géstermektedir (Tablo 7-10).

Asagidaki sekilde S, Q, I, R kompartimanlar i¢in @ = 0.15 sabit diflizyon

katsayisiile N = 22,212 ve 21* olmak iizere farkl tekrar sayilarinda ¢oziimleri Euler-

Maruyama yontemi kullanilarak verilmektedir (Sekil 16).
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Sekil 16. Hastaliga duyarl, karantinadaki, belirti gésteren ve iyilesen insanlarin
N = 29,212,214 tekrar kullanilarak ¢oziimleri

Asagidaki tablolarda S, Q, I, R kompartimanlar1 i¢cin MATLAB programinda,
Euler-Maruyama yonteminin farkli tekrarlarda yapilmasi sonucunda elde edilen ug

degerler verilmektedir (Tablo 11, 12, 13, 14).

Tablo 11. Euler-Maruyama ydntemi ile @ = 0.15 degeri ve N = 29,212, 214 tekrar

kullanilarak olusan simiilasyon i¢in S kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.5 0 1.7152 100
N =2° 0.5 0 1.7454 100
N = 212 0.5 0 1.7008 100
N =21 0.5 0 1.6740 99.9

Tablo 12. Euler-Maruyama yontemi ile & = 0.15 degeri ve N = 2°, 212,214 tekrar

kullanilarak olusan simiilasyon i¢in ¢ kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.0239 100 0.1 0
N =2° 0.0232 99.9 0.1 0
N = 212 0.0239 99.7 0.1 0
N =21 0.0232 100 0.1 0
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Tablo 13. Euler-Maruyama yontemi ile & = 0.15 degeri ve N = 2°, 212,214 tekrar

kullanilarak olusan simiilasyon i¢in /g kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.1 0 0.2626 7.2
N =2° 0.1 0 0.2670 7.3
N = 212 0.1 0 0.2641 6.8
N =21 0.1 0 0.2639 6.9

Tablo 14. Euler-Maruyama yontemi ile @ = 0.15 degeri ve N = 29, 212,214 tekrar

kullanilarak olugan simiilasyon i¢in R kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0 0 0.0007 100
N =2° 0 0 0.0007 82.2
N = 212 0 0 0.0007 99.5
N =21 0 0 0.0007 99.3

Tablolarda goriildiigi lizere, S, Q, I, R kompartimanlarinin ¢6ziim egrileri ile
bu degiskenlerin deterministik ¢ézliim egrileri arasinda genel anlamda benzerlik
goriilse de u¢ degerlerde farkliliklar gostermektedir. U¢ degerlerdeki bu farklilik
simiilasyon sayisinin artmasiyla azalmaktadir. Ornegin, karantinadaki insanlar
kompartmani Q i¢in minimum deger t = 99.9 aninda N = 2° i¢in 0.0232 olmakta
iken t = 99.7 aninda N = 22 i¢in 0.0239 olmaktadir. Benzer sekilde belirti gdsteren
insanlar kompartimani Ig i¢in maksimum deger t = 6.8 aninda N = 212 i¢in 0.2641
olarak elde ediliyorken, t = 6.9 aninda N = 21* i¢in 0.2639 olarak elde edilmektedir.
Simiilasyon sayisinin artisi ile stokasik giiriiltii altindaki beklenen degerler ile
deterministik deger arasindaki uyum artmaktadir.

(4) stokastik modelinin bazi kompartimanlari i¢in Milstein yontemi ile a =
0.15 sabit difiizyon katsayis1 ve N = 22,212 21 tekrar kullanilarak 100 haftalik
stiregteki stokastik giiriiltii altindaki gerceklesmeleri ve deterministik modelin

¢Oziimlerinin simiilasyonu asagidaki sekilde verilmektedir (Sekil 17)
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Sekil 17. Hastaliga duyarl, karantinadaki, belirti gésteren ve iyilesen insanlarin
N = 29,212,214 tekrar kullanilarak ¢oziimleri

Tablolarda S, Q,I;, R kompartimanlari i¢in sabit difiizyon katsayisinin

kullanilmastyla farkli tekrarlardaki ¢oziimlerinin ug degerleri gosterilmektedir (Tablo

15, 16, 17, 18).

Tablo 15. Milstein yontemi ile @« = 0.15 degeri ve N = 29,212, 214 tekrar
kullanilarak olusan simiilasyon i¢in S kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.5 0 1.7152 100
N =2° 0.5 0 1.6455 99.7
N = 212 0.5 0 1.6877 99.2
N =21 0.5 0 1.6930 99.5

Tablo 16. Milstein yontemi ile @ = 0.15 degeri ve N = 2,212, 214 tekrar
kullanilarak olugan simiilasyon i¢in Q kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.0239 100 0.1 0
N =2° 0.0219 99.3 0.1 0
N = 212 0.0243 100 0.1 0
N =214 0.0241 100 0.1 0
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Tablo 17. Milstein yontemi ile @ = 0.15 degeri ve N = 29,212, 214 tekrar
kullanilarak olusan simiilasyon i¢in /g kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.1 0 0.2626 7.2
N =2° 0.1 0 0.2565 6.2
N = 212 0.1 0 0.2642 7.3
N =21 0.1 0 0.2629 7.3

Tablo 18. Milstein yontemi ile @ = 0.15 degeri ve N = 29, 212,214 tekrar
kullanilarak olusan simiilasyon i¢in R kompartimanina ait sonuglar

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0 0 0.0007 100
N =2° 0 0 0.0007 99.6
N = 212 0 0 0.0008 99.5
N =21 0 0 0.0007 100

Yukaridaki tablolarda modelin sabit difiizyon katsayis1 degeri altinda Milstein
yonteminin farkli tekrarlarda kullanilmasiyla elde edilen u¢ degerler ile deterministik
uc degerler farklilik géstermektedir. Bu farkliliklar olmasina ragmen ¢oziim egrileri
arasindaki benzerlik Euler-Maruyama yonteminde oldugu gibi bu yontemde de vardir.
(4) stokastik modelinin, stokastik giiriiltii etkisi sonucunda u¢ degerlerinde farkliliklar
olsa da simiilasyon sayisi artmasiyla sonuglarinda deterministik modelin ug
degerlerine yaklastigi  goriilmektedir. Ornegin, hastaliga duyarli insanlar
kompartimani S igin t = 99.7 aninda N = 2° tekrarda maksimum degeri 1.6455
olarak elde edilirken, t = 99.5 aninda N = 21* tekrarda maksimum degeri 1.6930
olmaktadir.

Hem Euler-Maruyama yonteminde hem de Milstein yonteminde stokastik
modelin beklenen u¢ degerleri ile deterministik u¢ degerler arasindaki farkliliklarin
ortadan kaldirilmasi ve ¢oziimlerin birbirine daha yaklasmasi i¢in tekrar sayisinin artis
gostermesi gerekmektedir.

COVID-19 hastaligi i¢in olusturulan (4) stokastik modelinin bazi
kompartimanlart i¢in 100 haftalik siire¢ igerisinde hem tekrar sayisi, hem difiizyon
katsayist ve hem de yontemi degistirerek olusturulan karma simiilasyonun ¢oziimleri

asagidaki sekilde gosterilmektedir (Sekil 18).
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Sekil 18. Hastaliga duyarl, karantinadaki, belirti gésteren ve iyilesen insanlarin
a = 0.10,0.20 N = 22, 21 tekrar kullamlarak ¢oziimleri

Asagidaki tablolarda S, Q, I, R kompartimanlari i¢in farkli difiizyon katsayisi,

farkll tekrar sayis1 ve farkli yontemler sonucunda olusan u¢ degerler verilmektedir

(Tablo 19, 20, 21, 22).

Tablo 19. Euler-Maruyama ydntemi i¢in N = 2°, 2% tekrar ve @ = 0.10, 0.20 ile
Milstein yontemi icin N = 21* tekrar ve @ = 0.10 i¢in S kompartimani sonuglari

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.5 0 1.7152 100
Euler,N = 2°,a = 0.20 0.5 0 1.6373 89.4
Euler,N = 2%, a = 0.10 0.5 0 1.7093 100
Milstein, N = 2, a = 0.10 0.5 0 1.7181 100

Tablo 20. Euler-Maruyama ydntemi i¢in N = 2, 214 tekrar ve @ = 0.10, 0.20 ile
Milstein yontemi icin N = 21* tekrar ve @ = 0.10 i¢in Q kompartimani sonugclari

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.0239 100 0.1 0
Euler,N = 2°,a = 0.20 0.0216 94.1 0.1 0
Euler,N = 2™, a = 0.10 0.0239 100 0.1 0
Milstein, N = 2% a = 0.10 0.0243 100 0.1 0
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Tablo 21. Euler-Maruyama ydntemi i¢in N = 2°, 214 tekrar ve @ = 0.10, 0.20 ile
Milstein yontemi icin N = 2* tekrar ve @ = 0.10 i¢in I; kompartimani sonuglari

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0.1 0 0.2626 7.2
Euler,N = 2°,a = 0.20 0.0854 96.3 0.2686 8.3
Euler,N = 2%, a = 0.10 0.1 0 0.2631 7.2
Milstein, N = 2, a = 0.10 0.1 0 0.2630 6.8

Tablo 22. Euler-Maruyama ydntemi i¢in N = 2, 214 tekrar ve @ = 0.10, 0.20 ile
Milstein yontemi icin N = 21* tekrar ve @ = 0.10 i¢in R kompartimam sonuglari

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Deterministik 0 0 0.0007 100
Euler,N = 2°,a = 0.20 0 0 0.0008 73
Euler,N = 2, a = 0.10 0 0 0.0007 99.6
Milstein, N = 2, a = 0.10 0 0 0.0007 98.5

Yukaridaki tablolarda model i¢in sabit difiizyon katsayisi yerine farkl
difiizyon katsayis1 kullanilmasi, ayn1 zamanda daha fazla tekrar yapilmasi ile elde
edilen ug¢ degerlerin deterministik sonuglara gore durumlart goriilmektedir. Euler-
Maruyama yontemi i¢in N = 22 tekrar ve a = 0.20 difiizyon katsay1si igin elde edilen
uc degerler, tekrar sayisinin artmasi ile N = 21* tekrar ve difiizyon katsayisinin
azalarak a = 0.10 olmasiyla deterministik sonuca daha yakin degerler elde
edilmektedir. Benzer sekilde farkli yoOntemler kullanilmasina ragmen tekrar
sayisindaki artis ve difiizyon katsayisindaki azalig sonucunda elde edilen ug¢ degerler
ve ¢Oziim egrileri, deterministik u¢ degerlere ve ¢oziim egrisine daha yakin sonug
vermektedir. Ornegin, Is kompartiman1 igin Euler-Maruyama ydnteminin N = 2° ve
a = 0.20 olarak kullanilmasiyla elde edilen maksimum deger 0.2686 olup, ayni
yontemin N = 21* ve @ = 0.10 olarak kullanilmasi sonucunda elde edilen maksimum
deger 0.2631 olmaktadir. I; kompartimani igin Euler-Maruyama ydnteminin N = 2°
ve a = 0.20 olarak kullanilmasiyla elde edilen minimum deger 0.0854 iken, Milstein
yonteminin N = 21 ve @ = 0.10 olarak kullanilmas1 sonucunda elde edilen minimum
deger 0.1 olmaktadir. Her iki 6rnekte goriildiigii gibi hem tekrar sayisindaki artig hem
de difiizyon katsayisindaki azalis sonuglari deterministik sonuglara daha da

yaklagtirmaktadir.
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4. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu caligmada literatiirde var olan bir deterministik COVID-19 yayilimi1 modeli
kullanilarak bu hastaligin  yayilimmnin stokastik davramiglar1  incelenmistir.
Deterministik diferansiyel denklem sistemine stokastik giiriiltli eklenerek olusturulan
stokastik diferansiyel denklem sisteminin farkli yontemlerle incelemesi sonucunda
elde edilen sonuglar hastaligin yayiliminin stokastik dinamikleri ve hastalikla ilgili
diger beklentiler agisindan yorumlanmis ve modelin stokastik incelenmesiyle ilgili
detayli bir inceleme yapilmigstir.

COVID-19 hastalig1 i¢in oncelikle deterministik modelin sayisal incelemesi
yapilmistir. Model degiskenleri i¢in elde edilen ¢dziimlerin u¢ degerleri ile bu
degerlerin hangi anlarda elde edildiginin tablolarla ifade edilmesi ve ¢6zlim egrilerinin
davranislar birlikte sunulmustur. COVID-19 hastaliginin deterministik matematiksel
modeli olan (2) denklem sistemine stokastik giiriiltii eklenerek (4) stokastik denklem
sistemi elde edilmistir. Elde edilen stokastik model Euler-Maruyama ve Milstein
yontemleri kullanilarak incelenmistir. Inceleme sonucunda elde edilen ortalama
cozlimlerin deterministik sonuglarla uyumlu oldugu goriilmistiir. Grafiklere
bakildiginda ¢6ziim egrilerindeki ufak farkliliklarin sebebi ise eklenen giirtiltii
terimleridir. Stokastik simiilasyon bilesenlerindeki (difiizyon katsayisi, tekrar sayisi
vb.) degisimlerin ortalama ¢dziimlere etkisi incelendiginde difiizyon katsayisindaki
azalmanin deterministik modelden elde edilen sonuglara daha yakin sonuglar verdigi
goriilmiistiir. Diflizyon katsayis1t modeldeki stokastik giiriiltiiniin miktarin1 kontrol
ettigi icin bu sonug teorik beklentiyle uyumludur. Benzer sekilde simiilasyonda
kullanilan tekrar sayisindaki artis ve Euler-Maruyama yontemi yerine Milstein
yonteminin kullanilmasi da deterministik sonuglara yakin degerler elde edilmesine yol
acmaktadir.

Stokastik modelde simiilasyon bilesenlerindeki degisimin sonuca etkilerinin
incelenmesi i¢in diflizyon katsayilarinin, simiilasyon sayisinin ve stokastik yontemin
degistirilmesi ile yapilan c¢esitli incelemeler deterministik modelin farkli agilardan
incelenmesine olanak saglanmistir. ilk olarak sadece difiizyon katsayis1 degistirilip
simiilasyon sayisinin ve kullanilan yOntemin ayni olmasi durumu incelenmistir.

Ornegin, Euler-Maruyama yontemi ve 210 tekrar kullanilarak, difiizyon katsayis1 @ =
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0.10 i¢in Q kompartimaninin minimum degeri 0.0235 iken, ¢ = 0.15 i¢in minimum
degerin 0.0210 oldugu goriilmektedir. Deterministik durumda bu deger 0.0239 elde
edildigi i¢in bu 6rnek sadece diflizyon katsayisindaki degisimin artmasiyla elde edilen
sonuclarin deterministik sonuglardan uzaklastigini gostermektedir. Benzer durum
diger kompartimanlar i¢in de karsimiza ¢ikmaktadir.

Sonrasinda simiilasyon sayisinin degistirilmesi fakat diflizyon katsayisinin ve
yontemin ayni olmasi durumu incelenmistir. Ornegin, Milstein yontemi kullanilarak
a = 0.15 degeri igin N = 2° tekrar yapilarak I; kompartimani icin elde edilen
maksimum sonu¢ 0.2565 olup, N = 212 tekrar i¢cin elde edilen deger 0.2642
olmaktadir. Bdoylelikle tekrar sayisindaki artisin sonucunda elde edilen degerin
deterministik ¢6ztime (0.2626) daha uyumlu oldugu goriilmiistiir. Benzer durumun
Euler-Maruyama i¢in de gecgerli oldugu goriilmektedir.

Son asamada stokastik modelde simiilasyon bilesenlerindeki degisim karma bir
sekilde incelenmistir. Diflizyon katsayisinin « = 0.10,0.15,0.20, simiilasyon

sayisinin N = 2°,21%2 ye 214

ve yontemin ise Euler-Maruyama ve Milstein olarak
degistirilmesi ile elde edilen sonuclar bu inceleme i¢in ele alinmistir. Daha fazla tekrar
kullanilarak daha kii¢lik difiizyon katsayisini igeren modellerde ortalama sonuglarin
deterministik sonuglara daha yakin elde edildigi goriilmiistir. Ornegin, S
kompartimani igin Euler-Maruyama yontemi kullanilarak N = 2° ve a = 0.20
degerlerinde maksimum deger 1.6373 elde edilirken, Milstein yontemi kullanilarak
N =2 ve a = 0.10 degerleri icin 1.7181 elde edilmistir (deterministik sonug
1.7152). Ornek olarak verilen kompartimanlarda yasanan uyumun diger
kompartimanlar i¢in de s6z konusu oldugu grafik ve tablolarda goriillmektedir.
COVID-19 hastaligimmin seyri ve kompartimanlarin rastgele durumdaki
davraniglarinin incelenmesi i¢in kullanilan kaynak c¢alisma 2021 yilinda Ahmed vd.
tarafindan yayimlanan “A mathematical model of Coronavirus Disease (COVID-19)
containing asymptomatic and symptomatic classes” baglikli calismada sunulan
deterministik adi diferansiyel denklem sistemidir. Bu deterministik sistemin
incelenmesi sonucunda elde edilen ¢oOziimlerle stokastik modelin ¢6ziimlerinin
arasindaki uyum yapilan calismalar neticesinde olusturulan grafiklerde goriilmektedir.
Bu grafiklerdeki u¢ degerler ve ¢6ziim egrilerinin deterministik ¢oziimlerle yapilan

incelemeler sonucunda elde edilen ug¢ degerler ve ¢oziim egrileri ile uyumu rastgele
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incelemelerin modelleme agisindan kullaniminin uygunlugunu gdstermektedir.
Deterministik model i¢in kullanilan kaynak c¢alismada belirtilen {ireme
katsayis1 incelendiginde stokastik simiilasyonda kullanilan parametre degerleri i¢in
Ry = 0.359916 sonucu elde edilmistir. Ureme katsayisinin R, < 1 olmasi
durumunda hastaligin belli bir siire icinde toplumdan silinmesi beklentisi stokastik
simiilasyonlar sonucunda da gériilmektedir. Ozellikle hasta ve hastaliga maruz kalmis
bireyleri gosteren E, Q, I, ve Ig kompartimanlarinin degisim grafikleri ele alindiginda
stokastik modelin bu beklentiyi de dogru bir sekilde karsiladigi sonucuna varilabilir.
Kaynak calismaya uygun olarak 100 haftalik bir slire¢ boyunca incelenen
deterministik ve stokastik sonuglar, bu siire¢ sonunda hastaligin toplumdan tamamen
silinecegini gostermektedir. Kaynak model literatiirdeki benzer modellerden farkli
olarak belirti gosteren ve gostermeyen enfekte bireylerin sayilarinin hastalik siiresince
seyrine odaklanan bir denklem sistemidir. Bu modelin literatiirde ilgili hastalik i¢in
kullanilan parametre degerleri ile ele alinmasi sonucunda yapilan bu calisma
deterministik bir incelemenin yami sira stokastik bir modelleme yaklasiminin da

hastaligin yayiliminin incelenmesi i¢in uygun olacagini géstermektedir.
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5. ONERILER

Bu tezde kullanilan yontemin bircok agidan gelistirilmesi ve yeni
uygulamalarda kullanilmast miimkiindiir. Tez kapsaminda COVID-19 hastaliginin
yayilimi i¢cin Ahmed vd. tarafindan yayinlanan deterministik model {izerinde yapilan
incelemenin literatlirdeki uygulamalara benzer sekilde farkli olarak ele alinabilecek
bir¢cok yonii bulunmaktadir.

Euler-Maruyama ve Milstein digsinda stokastik Runge-Kutta gibi farkh
stokastik yontemler kullanilabilir ve farkli karakteristikler i¢in de elde edilen stokastik
u¢ degerler ve deterministik u¢ degerlerinin birlikte incelenmesi sonucunda hastalik
hakkinda daha objektif yorum yapilabilir.

Calismada kullanilan kompartiman ve parametre sayisi artacak sekilde daha
hassas inceleme yapmay1 saglayacak farkli kapsamda modeller kullanilabilir.

Ayni yaklasim literatiirdeki COVID-19 disindaki bir hastaligin incelenmesinde
kullanilabilir.

Farkl giiriiltii tipleri ve gergek veriye daha uyumlu giiriiltii yapisi kullanilabilir.

Salgin bolgesindeki aragtirmalar sonucunda ger¢ek rakamlarla uyumlu sekilde
olusturabilecek rastgele diferansiyel denklemler ile hastaligin rastgele davraniglari
incelenebilir.

Bulanik sayilar gibi farkli belirsizlik inceleme araglari, kesirli mertebeden
tiirev veya gecikme terimleri gibi farklt modelleme yaklagimlari ele alinabilir.

Tirkiye i¢in agiklanan rakamlara gore parametre veya diger model
bilesenlerinin degerleri belirlenebilir.

Benzer yapidaki farkli COVID-19 modelleri ile karsilastirma yapilarak
sonuclardaki degisimler incelebilir. Olusturulan model ic¢in simiilasyon sayisi
arttirtlarak  deterministik modelle arasindaki farkliliklarin en aza indirilmesi

saglanabilir.
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