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ONSOZ

Bu caligmada El, Ayak, Agiz hastaliginin yayilimi i¢in SEIVT tipli deterministik
modelin normal ve Laplace dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki davranislarinin
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boyunca yardimlarindan &tiirii Recep Tayyip Erdogan Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Boliimii’ndeki hocalarim ve tez jiirilerim Prof. Dr. Mehmet
MERDAN ile Dr. Ogr. Uyesi Asli BEKTAS KAMISLIK ’a tesekkiir ederim. En 6nemlisi
her zaman yanimda olan ve bana destek olan annem-babam Nuran-Aziz HASIMOGLU
ve ablam Elif HASIMOGLU olmak iizere aileme sonsuz saygi ve tesekkiirlerimi
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OZET

EL, AYAK, AGIZ HASTALIGI MODELININ RASTGELE KOSULLARDA
INCELENMESI

Saime HASIMOGLU

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi
Damgmani: Dr. Ogr. Uyesi Zafer BEKIRYAZICI

Bu ¢alismada El, Ayak, Agiz hastaligimin yayilimmin modelinin rastgele etkiler altindaki
davraniglari normal ve Laplace dagilimi ile incelenmistir. Bu iki dagilimin hastaligin yayilimina
etkilerinin incelenmesi i¢in SEIVT deterministik modelindeki parametrelerin rastgele etki
terimleriyle rastgele hale getirilip denklem sistemlerinde yerine yazilmasiyla olusan rastgele
modellerde El, Ayak, Agiz hastaliginin yayiliminin bazi karakteristikleri incelenmistir. {lk olarak
Monte Carlo simiilasyon yontemi ile normal ve Laplace dagilimima sahip rastgele etkili
parametreler ile sayisal karakteristikler hesaplanmistir. Bu asamada normal ve Laplace dagilimina
sahip rastgele etkiler altindaki parametreler rastgele hale getirilirken beklenen deger ve varyans
ayn1 olacak sekilde bir ayarlama yapilmis, 6rnek olarak b parametresi i¢in olasilik yogunluk
fonksiyonlar1 karsilastirilmistir. Bunlara ek olarak beklenen degerler, varyanslar, degisim
katsayilari, beklenen degerler i¢cin 3 standart sapma kullanilan giiven araliklari, basiklik
katsayilart ve carpiklik katsayilart iki dagilim i¢in de SEIVT rastgele modelinin biitiin
kompartimanlari i¢in hesaplanarak bunlarla ilgili yorumda bulunulmustur. Hem deterministik
model sonuglar ile rastgele model sonuglar1 karsilastirilmis hem de normal ve Laplace dagilima
sahip rastgele modeller birbiriyle karsilastirilarak hastaligin bilesenleri ile ilgili analizler
yapilmistir. El, Ayak, Agiz hastaligi i¢in orijinal bir rastgele modelleme ¢aligmasi yapilmis olup

yapilan ¢aligmanin bu hastalikla ilgili diger ¢aligmalara da faydali olmasi beklenmektedir.

2022, 67 sayfa

Anahtar Kelimeler: Rastgele Etki, Simiilasyon, Normal Dagilim, Laplace Dagilim1



ABSTRACT

ANALYSIS OF THE HAND, FOOT, MOUTH DISEASE MODEL IN RANDOM
CONDITIONS

Saime HASIMOGLU

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate Education Institute
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Zafer BEKIRYAZICI

In this study, the behavior of the model of the transmission of Hand, Foot, Mouth disease
was investigated under random effects with normal and Laplace distributions. In order to examine
the two distributions for these random effects, the components of the spread of hand, foot and
mouth disease in the random models, which are formed by randomizing and renaming the
parameters in the SEIVT deterministic model with random effect terms, are examined for some
numerical characteristics. Firstly, numerical characteristics of random parameters with normal
and Laplace distributions were calculated by using Monte Carlo simulation method. Then, the
parameters under random effects with normal and Laplace distribution were randomized and the
probability density functions for parameter b were compared with a graph. In addition, expected
values, variances, coefficients of variation, confidence intervals using 3 standard deviations for
expected values, kurtosis coefficients and skewness coefficients were calculated for all
compartments of the SEIVT random model for both distributions and comments were made about
them. Both the deterministic model results and the random model results were compared, and the
random models with normal and Laplace distributions were compared with each other and
analyses were made regarding the components of the disease. Original randomized modeling
work has been done for hand, foot, mouth disease and will help other studies related to this

disease.

2022, 67 pages

Keywords: Random Effect, Simulation, Normal Distribution, Laplace Distribution
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Var(X)
std(X)
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR DiZiNi

X rastgele degiskeninin beklenen degeri

X rastgele degiskeninin n. momenti

X rastgele degiskeninin varyansi

X rastgele degiskeninin standart sapmasi

X rastgele degiskeninin varyasyon katsayisi
X degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu
X veY rastgele degiskenlerinin kovaryansi
A olayinin olasiligi

Ornek uzay

Reel sayilar kiimesi

X rastgele degiskeninin ¢arpiklik katsayisi
X rastgele degiskeninin basiklik katsayisi

A kiimesinin tiimleyeni



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Bu boliimde tez ¢alismasinda kullanilacak olan olasilik teorisi ile ilgili temel
kavramlarin yani sira bazi olasilik dagilimlari, kompartimanli modellerin temelleri ve

literatiir taramasi ile ilgili bilgiler verilmektedir.

1.2. Olasihik Teorisi ile Tlgili Temel Kavramlar

Tanim 1.2.1 Bir bilimsel gercegi gostermek, bir yasay1 dogrulatmak veya bir varsayimi
kanitlamak amaciyla yapilan isleme deney denir. Deney yapilmadan 6nce kesin sonucu
soylenemeyen deneylere stokastik deney denir (Nasirova vd., 2009).
Tamm 1.2.2 Bir deney yapildiginda olabilecek tiim sonuglarin kiimesine 6rnek uzay denir
ve () ile gosterilir.
Tanim 1.2.3 Ornek uzaym her eleman: bir basit olay, her alt kiimesi bir olay olarak
adlandirilir.
Tamm 1.2.4 Q) 6rnek uzayinin bazi alt kiimelerinin olusturdugu kiimeye sinif denir.
Tamm 1.2.5 Bir  kiimesinin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu sinifa o kiimenin kuvvet
kiimesi denir ve P(Q) ile gosterilir (0 # 0).
Tamm 1.2.6 Q # @ bir kiime, U ise ( iizerinde bir sinif olsun. Eger U simifi

1) Q eU

2) A€UiseA€eU

3) ABeUiseAUB€EU
kosullarini sagliyorsa U sinifina bir cebir denir (Nasirova vd., 2009).
Tanim 1.2.7 Q # @ bir kiime ve U‘da () lizerinde bir sinif olsun. Eger U smifi

1) Q eU

2) VAEUicin AEU

3) ALbeU (n=123..)icinUy-, 4, EU

(Yani U’daki her {4}, n € N dizisi igin U=, 4,, € U)

ozelliklerine sahipse U sinifina Q’da bir o —cebir denir.
Teorem 1.2.1 U, 2’da bir o —cebir olmak {izere

1



1) 0 eU

2) {A,.}, U‘da bir dizi, yani Vn i¢in A,, € U olmak tizere N;—; A, € U

3) A4,eU,i=1n,neN=>UL A €U

4) AjeU,i=1n, neEN=>NL, A EU

5) ABEU=>A\B=ANBEU
Tamm 1.2.8 Q’daki U,, U, sigma cebirlerinin VA € U; = A € U, oluyorsa, yani U; C
U, ise U; sigma cebiri U, sigma cebirinden kiigiiktiir denir.
Teorem 1.2.2 | # @ indis kiimesi, Va € Z igin U, bir sigma cebir olmak iizere U =
Ngez Uy smifi da bir o —cebirdir.
Teorem 1.2.3 U, ’da bir sinif olsun. U’yu kapsayan en kiigiik bir ¢ —cebiri vardir. Bu
o —cebiri a(U) ile gosterilir.
Tamm 1.2.9 R’deki agik araliklarin sinifi U; = {(a,b) | a < b, a,b € R}’yi kapsayan
en kiiciik o —cebrine Borel cebri denir ve B veya B(R) ile gosterilir.

Tamm 1.2.10 (Olasihigin Deneysel Tanimi) A olayinin n denemede ortaya ¢ikis sayisina
K, (A) dersek, 0 < K, (A) < n olur. v, (4) = K"T(m oranina A olayinin oransal frekansi

(siklig1) denir.
Ozellikleri:

1) 0<v,(A) <1

2) A ve B keyfi olaylar ise
v,(A+B) = v,(4A) + v,(B) — v,(ANB)

olur.

3) v, () =1
Eger deneme sayis1t n’nin biiyiik degerleri i¢in A olayinin oransal frekansi (nisbi frekans)
v, (A), herhangi bir p sayisina yaklasirsa, bu p sayisma A olayimin olasiligi denir. A
olayma da stokastik dengeli olay (rastgele kararli olay) denir.
Tamm 1.2.11 Sonuglarinin sayis1 sonlu veya sayilabilir sonsuz olan bir deney diistinelim.
Yani 6rnek uzayimiz Q = {w;, w,, ..., w;, ...} olsun. Burada w;’ler basit olaylardir.
Yukaridaki deneysel tanima dayanarak her w; olayina bir p; olasilig1 karsilik getirebiliriz.
Boylece {p;}, i = 1 dizisini elde ederiz. Bu dizinin elemanlari

1) p;=0,i=12,..

2) Yizapi=1

ozelliklerine sahiptir.



Tamm 1.2.12 (Olasihgin Formel Tanimi) A olayini olusturan basit olaylarin olasiliklari

toplamina A olayimnin olasilig1 denir, P(A) ile gosterilir ve

PW= Y m

i=WiEA

yazilir.
Ozellikleri:
1) 0 <P(A) < 1’dir.
2) AnNB=0 ise P(AUB) = P(A) + P(B) dir.
3) P(Q) = 1’dir.
Tamm 1.2.13 Eger
1) Q= {w,,wy,..,w,, ..} basit olaylar uzay1

2) Her w; basit olayina karsilik p; > 0 sayilar1 i¢in

sartlar1 saglandiginda yapilan bir deney icin (£, P (.)) olasilik modeli kurulmustur denir.
Tamm 1.2.14 (Olayin Genel Tanimi) () 6rnek uzay, F bu uzayin alt kiimeleri lizerinde
tanmimlanmis keyfi bir o —cebir olsun. Her A € Q i¢in A € F ise A’ya olay veya rastgele
olay denir.
Tamm 1.2.15 Q # @ ve F de Q iizerinde tanimli bir o —cebir olsun. F {izerinde
tamimlanan P (.) fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu fonksiyona F o —cebri
iizerinde tanimlanmis sayilabilir sonsuz toplamsal olasilik 6l¢iisii denir.

1) (Pozitiflik) VA € Figin P(A) =0

2) (Normallestirme) P(Q2) =1

3) (Sayilabilir Sonsuz Toplamsallik) 4; € F ,A; NA; =0 ,i#j,(i,j =12,..)

olaylar dizisi i¢in

P (OAl) = i P(4)

i=1



olur. (AL BEF ve AnNB =@ olmak tizere P(AUB) = P(A) + P(B) olursa sonlu
toplamsal olasilik 6l¢iisiidiir).

Tanim 1.2.16 Q # @, F ise Q Uzerinde taniml1 bir o —cebir, P de F tzerinde bir olasilik
Ol¢iisii olmak iizere (£, F, P) tcliistine bir olasilik uzay1 denir.

Tamm 1.2.17 (Q, F, P) bir olasilik uzay1 ve

X: O-R
w = X(w)

fonksiyonu Vx € Rigin {w | X(w) <x} € F sartim1 saghyorsa bu fonksiyona bir
rastgele degisken denir. Genel olarak X (w) = X ile kullanilir.
Tamim 1.2.18 X rastgele degiskeninin X (1) deger kiimesi sonlu ya da sayilabilir
sonsuzlukta ise X e kesikli rastgele degisken denir.
Tamim 1.2.19 X rastgele degiskeninin f(x;) miimkiin degerlerini alma olasiliklari
f(x) = Plw | X(w) = x;} = P(X = x;) = p; olsun.
Eger asagidaki kosullar saglanirsa f(x) fonksiyonuna X rastgele degiskeninin olasilik
fonksiyonu denir.

1) Vx; € X(Q)icinp; = f(x;) =0

2) XZipi =22 f(x) =1

X:x‘ xl xz le

f(x):p(X:x)‘f(xl) flxy) o o e e fx)

Tanim 1.2.20 X rastgele degiskeninin X(Q) degerler kiimesi sayilamaz ise X rastgele
degiskenine stirekli rastgele degisken denir.
Tamm 1.2.21 Bir f: R — R fonksiyonu i¢in
1) vx€ Riginf(x) >0
2) [ fldx =1
ozellikleri saglaniyorsa f fonksiyonuna olasilik yogunluk fonksiyonu denir.
Tanim 1.2.22 (Q,F, P) bir olasilik uzay1 ve X bir rastgele degisken olmak iizere, reel

sayilar iizerinde P Ol¢iisii yardimiyla tanimlanan



E.: R-[0,1]
x - E(x) =P{w|X(w) <x}=P{X <x}

fonksiyonuna X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.
Tamm 1.2.23 X kesikli rastgele degiskeninin miimkiin degerlerinin kiimesi

X(Q) = {xq1, X3, .., X, ... } OlSUN. X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

Fix)=P(X<x)= Z fQx)

XisX
X €EX(Q)

seklindedir. Bu fonksiyon basamak fonksiyonudur.
Tamim 1.2.24 Bir X rastgele degiskeninin F dagilim fonksiyonu f(x) olasilik fonksiyonu
yardimiyla

Fx) = P(X < x) = ff(t)dt,t €R

olarak yazilabiliyorsa X rastgele degiskenine mutlak siirekli ya da kisaca siirekli rastgele
degisken denir.
Tamm 1.2.25 (Q, F, P) olasilik uzayinda X : Q — R rastgele degiskeni ve X rastgele

degiskeninin dagilim fonksiyonu F(x) mevcut olsun.

fIxIdF(x) < oo

ve
EX) = fxf(x)dxz fxdF(x)

integrali mevcut ise X rastgele degiskeninin beklenen degeri vardir. Burada
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dF(x) = F'(x) = f(x)

seklindedir. Ozel olarak x > 0 ise 0 zaman

[oe]

E(X) =]xf(x)dx

0

olur. Eger X rastgele degiskeni x4, x5, ..., x,, miimkiin degerlerini f(x;,) = P(X = x;) =

p; olasiliklariyla alan kesikli rastgele degisken ise ve

Z|xi|f(xi) <o

ise

EGo = z Fae) = me = Z -
olur.

Beklenen Degerin Baz1 Ozellikleri:
1) E(X) beklenen degeri varsa aX + b’nin beklenen degeri vardir ve E(aX +
b) = aE(X) + b dir.
2) E(X,) ve E(X,) beklenen degerleri varsa X; + X, nin beklenen degeri vardir ve
E(X, +X,) = E(Xy) + E(X,) dir.
Teorem 1.2.4 E(X), E(Y) mevcut ve sonlu ve X ile Y bagimsiz rastgele degiskenler ise o
zaman E(XY) sonludurve E(XY) = E(X)E(Y) olur.
Tamm 1.2.26 E(X — p)? degerine X rastgele degiskenin varyansi denir ve 62 = Var(X)
veya V(X) ile gosterilir. o = \/W(X) ‘e X rastgele degiskeninin standart sapmasi denir.
Varyansin Ozellikleri:
X veY rastgele degiskenleri icin E(X) = u,, E(Y) = p,, mevcut olsun.

1) X rastgele degiskeni u, = E(X) beklenen degeri mevcut olan bir rastgele
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degisken ise
Var(X) =02 >0
olur.
2) Sabitin varyansi sifirdir.
3) Var(aX) =a?Var(X), a € R = Var(aX + b) = a?Var(X), a,b €R
ve Var(—=X) = Var(X) = o2
4) X ve Y bagimsiz rastgele degiskenleri icin u, = E(X), pu, = E(Y)
ortalamalar1 mevcut olsun.
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)
ve benzer sekilde
Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y)

olur.

1.3. Baz Siirekli Olasihik Dagilimlar:

Bu kisimda tezde kullanilacak olan Normal Dagilim, Standart Normal Dagilim,

Laplace Dagilimi, Standart Laplace Dagilimu ile ilgili bilgiler verilecektir.

1.3.1. Normal Dagilhim

X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 1(x—p)?
fx) = amexp{—z(xa—zu)},x €ER

ise X rastgele degiskenine Normal Dagilima sahip rastgele degisken denir. Burada u ve

0? dagilimin parametreleridir (Krishnamoorthy, 2006). Bunlar sirasiyla beklenen degeri
7



ve varyansi gostermektedir. X rastgele degiskeni u beklenen degerli, 62 varyansh normal
dagilima sahip ise X~ (u, 02) ile gosterilir.
u beklenen degerli, 02 varyansa sahip Normal Dagilimli X rastgele degiskeninin

moment ¢ikaran fonksiyonu asagidaki sekilde elde edilir:

M, (¢) = E(e™)

oo

= fetxf(x)dx

—00

1 _1(x—p)?
= fetxe 2 202 dx

olur. Buraday = x;—“ doniistimii yapilirsa (dy = idx = dx = ady)

1 r y?
M,(t) = f etV e~ 7 gdy
oV2m
=—1 etk fet"ye 2dy
\V2m
y —Zwy
T fe—( )d
\V2m
1 tu f - = w)z t*o 2]d
=——r0e e y
\V2m
1 tZ 2 ® ( —t )2
:Te(tlﬁ- 20) fe_yza dy
V2T

(- tﬂ)z

co o 1 o
ve [ f(x)dx=1 oldugundanﬁf_w e dy = 1dir. Buradan

M, = et

elde edilir. Bu denklemin sirastyla birinci ve ikinci tiirevi alinirsa
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t2g2
ML(t) = (u + taz)é’(t'”T)

ve

t2o?

My (£) = Uze(tlH#) + (1 + to?)2ett =2
olur. Burada

E(X) = My(0) = u

ve

() = MY(0) = 0% + 12

olur. Burada
E(X) =pu
ve

Var(X) = E(X?) — (E(X))2 =o0%+u?—py?=o?
oldugundan y normal dagilimin beklenen degeri ve 62 normal dagilimin varyansidir.

1.3.2. Standart Normal Dagilim

Ortalamasi u = 0, varyansi 62 = 1 ve olasilik yogunluk fonksiyonu

) = 1 x? R
fx —Eexp{—7},xe



olan dagilima standart normal dagilim denir. 4 = 0 beklenen degerli, 2 = 1 varyansh

standart normal dagilima sahip X rastgele degiskeni X~N (0, 1) ile gosterilir.

1.3.3. Laplace Dagilim

Laplace dagilimi1 genellikle ¢ift {istel dagilim olarak bilinir. X rastgele degiskeni
Laplace dagilimima sahip ise a € R yerel parametre ve b € (0,0) 6lgek parametresi

olmak iizere f olasilik yogunluk fonksiyonu (Krishnamoorthy, 2006):

f(x) =%exp{— Ix;al},x €ER

seklindedir. F dagilim fonksiyonu;

lexp {x _ a}, X € (—o0,a)
Fx) = 21 bx—a
1—Eexp{— 5 }, X € [a, o)

seklindedir. M moment ¢ikaran fonksiyonu

et 11
_ tx\ — .
M(t) = E(e )_1—b2t2'te( b’b)

olarak verilir. Beklenen degeri ve varyansi,
EX)=a

ve

Var(X) = 2b?

olur.
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1.3.4. Standart Laplace Dagilim

Standart Laplace dagiliminin g olasilik yogunluk fonksiyonu
1
gu) = Ee"m,u eER

seklindedir. G dagilim fonksiyonu;

1
—el, u € (—o0,0]

2
1 )
1-ze™, ue[0,m]

G(u) =

M moment ¢ikaran fonksiyonu

M(t) = E(e™) =

—te(-11)

olarak verilir. Beklenen deger ve varyansi,
E(w)=0
ve
Var(u) = 2
seklindedir.
1.4.Diferansiyel Denklemler ile ilgili Temel Kavramlar
Tez calismasinda kullanilacak olan rastgele diferansiyel denklemler, temel
anlamda, rastgele bilesenlere sahip adi diferansiyel denklemler olarak karsimiza

cikmaktadir.

Tamim 1.4.1 Bir veya birden fazla bagimsiz degisken, bu bagimsiz degiskenlere bagh
11



olan bagimli degisken ve bu bagimli degiskenin tlirevleri ile bunlarin fonksiyonlarini
iceren denkleme “diferansiyel denklem” denir.

Ornek 1.4.1 y' = cosx + y? diferansiyel denkleminde

x — bagimsiz degisken

y = y(x) — bagimli degisken (x’e bagimli)

cosx ve y? ise bu degiskenlerin fonksiyonlaridir. Denklem ayrica y’ = Z—z seklinde
verilen bagiml degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevini de igerir.

Not: Tiirev notasyonu denklem tiirii, kullanilan kaynak ve degiskenlere gore farkli
sekillerde gosterilebilir: y'(x),y', ¥, Vx., %,

Not: Tirevlerin mertebeleri;

o d

y' — 1. mertebe tiirev: y' = ﬁ

i iirev: rr_ii)_dzy
y~ — 2. mertebe tirev: y" = —— (dxy ==

" .. y d3y
v = 3. mertebe tiirev: y'"' = =

r a*

yI) - 4 mertebe tiirev: yIV) = d—xj;

n
y™ - n. mertebe tiirev: y™ = %

seklinde gosterilir.

Not: Diferansiyel denklemler, denklemin derecesi, mertebesi, dogrusalligi gibi
ozelliklerine gore siiflara ayrilabilirler.

Tanim 1.4.2 Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirev, o denklemin
mertebesidir.

Not: Diferansiyel denklemler birinci mertebe ve yiiksek mertebe diferansiyel denklem

olarak ayr1 ayr1 incelenir. n. mertebe diferansiyel denklem kapali formda

F(x,y,y,9", ., y™) =0

ile gosterilir.
Tammm 1.4.3 Diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevin kuvveti, o
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denklemin derecesidir.

Tanim 1.4.4 Bir bagimsiz degisken ve bu degiskene bagimli olan fonksiyonlar ile
tirevlerini igeren diferansiyel denklemlere adi (bayagi) diferansiyel denklem denir.
Birden fazla bagimsiz degiskene gore tiirevler iceren diferansiyel denklemlere ise kismi
diferansiyel denklem denir.

Tamim 1.4.5 Diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tlirevlerinin dereceleri 1 ve
katsayilar yalnizca bagimsiz degiskene bagl iseler bu denklem dogrusaldir (lineer).

Not: Lineer diferansiyel denklem

an()y™ + -+ a, ()Y’ + ag(x)y = F(x)

formunda yazilabilir.

Tamim 1.4.6 Diferansiyel denklem bagimli degisken ve tiirevleri bakimindan tiirdes ise
homojendir.

Tanmm 1.4.7 Bir y = y(x) bagimli degiskeni ve x bagimsiz degiskenini iceren bir
diferansiyel denklemin bir aralik {izerindeki ¢6zlimii, bu aralikta her x i¢in denklemi
saglayan y(x) fonksiyonudur.

Tamm 1.4.8 F(x,y,y',y", ...,y™) = 0 ile verilen n. mertebeden diferansiyel denklemi
saglayan ve cq, Cy, ..., C, keyfi sabitleri araciligi ile (n adet) ¢oziimlerin tiimiinii barindiran
y = f(cy, €3, ..., ¢,) fonksiyonuna genel ¢6ziim denir.

Tamm 1.4.9 Diferansiyel denklem ile birlikte verilen 6zel sartlar1 da saglayan ¢éziime
0zel ¢6ziim denir. Genel ¢oziimdeki keyfi sabitlerin 6zel sartlar kullanilarak belirlenmesi
ile elde edilir.

Tanim 1.4.10 Diferansiyel denklem ile birlikte verilen denklemin mertebesi sayisindaki
0zel kosullar bagimsiz degiskenin tek bir degerinde veriliyorsa bu problem bir Baglangic
Deger Problemi olarak adlandirilir.

Tanim 1.4.11 Diferansiyel denklem ile verilen denklemin mertebesi sayisindaki 6zel
kosullar bagimsiz degiskenin farkli degerinde veriliyorsa bu problem bir Sinir Deger
Problemi olarak adlandirilir.

Teorem 1.4.1 (Varhk ve Teklik) f(x,y) fonksiyonu diizgiin kapali bir D bolgesinde
taniml1 ve siirekli bir fonksiyon ise y’ = f(x, y) seklindeki diferansiyel denklemin y, =
¥ (xo) kosulunu saglayan bir ve yalniz bir ¢6ziimii vardir (Edwards vd., 2016).

Not: Birinci basamak i¢in ifade edilen bu teoremin genel ifadeleri de bulunmaktadir.
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1.5. Diferansiyel Denklemlerin Runge-Kutta Yontemi ile Sayisal Coziimleri

Diferansiyel denklemlerin kesin ¢oziimii i¢in literatiirde bir¢ok teknik mevcut olsa
da uygulamada, o6zellikle de matematiksel modellemede, karsilasilan diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin bulunmasi her zaman miimkiin olmamaktadir. Bu
durumda incelenmekte olan diferansiyel denklemin yaklasik veya sayisal ¢oziimlerinin
incelenmesini miimkiin kilan birgok yontem literatiirde mevcuttur. Bu yontemlerin en ¢cok
kullanilanlarindan biri olan dordiinci mertebe Runge-Kutta yontemi tez caligmasinda
kullanilmaktadir.

Runge-Kutta yontemi Alman matematikgiler C. Runge ve M.W. Kutta tarafindan

20. ylizyilin baglarinda gelistirilmistir.

Tamim 1.5.1 Birinci mertebeden Z—i: f(x,y(x)) seklinde ifade edilebilen bir adi
diferansiyel denklem y(x,) =y, baslangi¢c kosulu ile ele alinsmn. Bu diferansiyel
denklemin yaklasik ¢ozimii v, 41 = Y(Xp41) V€ Xptp1 = X + h, b > 0 adim boyu olmak

uzere

1
Yn+1 =Yn t+ E(Kl + K, + K5 + K4)h:

Kl = f(xn' yn)'
1 1

KZ =f(xn +Eh’y” +EhK1)'
1 1

K3 :f(xn +Eh,yn +EhK2),

K, = f(x, + h,y, + hK3)

seklinde verilir (Karaboga, 2019).
Ornek 1.5.1 %z 37.5 - 3.5y,y(0) = 50 baslangi¢ deger problemi icin y(3)
noktasindaki degeri Runge-Kutta (dordiincii mertebe) yontemi ile h = 1.5 admm

kullanarak elde edilsin.

dy
i f(t,y) =37.5—-3.5y

1
Yit1 = Yi + gh(K1 + 2K, + 2K3 + K,)
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K = f(to, ¥o)

= £(0,50)

= 37.5 — (3.5)(50)
= —137.5

olarak bulunur. Diger bilesenler benzer sekilde

1 1
K; = f(to +§h' Yo +§K1h)

= f(0+ % (1.5),50 + % X (=137.5)(1.5))

= £(0.75,—53.125)
= 37.5 — (3.5)(=53.125)
= 223.44

1 1
K3 = f(to +Eh,y0 +§K2h

=f (0 + % (1.5),50 + % (223.44)(1.5)>

= £(0.75,217.58)

= 37.5—(3.5)(217.58)

= —724.03

Ky = f(to + h,yo + K3h)

= F(0 + 1.5,50 + (=724.03)(1.5))
= f(1.5,—1036.044)

= 37.5 — (3.5)(~1036.04)

= 3663.6

elde edilir. Bu bilesenler kullanilarak

1
yl = yo + gh(Kl + ZKZ + 2K3 + K4)
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1
=50+ 3 (1.5)[-137.5 + 2(223.44) + 2(—724.03) + 3663.6]

1
=50+ 3 (2524.92)(1.5)

= 681.23
= y, = y(1.5) = 681.23

bulunur. i = 1i¢int, = 1.5,y, = 681.23

Ky = f(ty, y1)

= £(1.5,681.23)

— 37.5 — 3.5(681.23)
= —2346.8

1 1
K, = f(t; +§h' Y1 +§K1h)

=f (1.5 + % (1.5),681.23 + % (—2346.8)(1.5)>

= f(2.25,-1078.9)
=37.5-(3.5)(—-1078.9)
= 3813.6

1 1
K3 = f(tl +Eh,y1 +§K2h>

=f (1.5 + % (1.5),681.23 + % (3813.6)(1.5)>

= f(2.25,3541.4)

=37.5 — (3.5)(3541.4)

= —12357.5

K, =f(t;+hy, +K3h)

= (1.5 + 1.5,681.23 + (—12357.5)(1.5))

= £(3,—17855)
= 37.5 — (3.5)(—17855)
= 62530

bulunur. Bu bilesenler ile
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1
Yo =y + gh(K1 + 2K, + 2K; + K,,)
1
= 681.23 + 5(1.5)[(—2346.8) + 2(3813.6) + 2(—12357.5) + (62530)]

1
= 681.23 + = (1.5)(43095.4)

= 11455
= y, = y(3.0) = 11455

elde edilir.
1.6. Rastgele Diferansiyel Denklemler

Dogada Kkarsilagilan olaylarin matematiksel modellemede adi diferansiyel
denklemler kullanilarak incelenmesi her zaman uygun olmamaktadir. Rastgele
bilesenlere sahip olan olaylarin incelenmesi i¢in rastgele ve stokastik diferansiyel
denklemlerin kullanilmasi1 daha iyi sonuglarin elde edilmesine yol agmaktadir. Adi
diferansiyel denklemler kullanilarak rastgele diferansiyel denklemler ii¢ sekilde elde
edilebilmektedir (Soong, 1973):

i Rastgele baslangi¢ degerlerine sahip diferansiyel denklemler

ii. Homojen olmayan kisimlari rastgele olan diferansiyel denklemler

iii. Katsayilar1 rastgele olan denklemler.
Bir X'(t) = f(X(¢),Y(t),t),t € T; X(t,) = x, diferansiyel denklemi ele alinsin.
Tanmm 1.6.1.1 X'(t) = f(X(¢t),t),t € T; X(t,) = x, denkleminde tek rastgele bilesen
X, baslangic¢ kosulu ise bu diferansiyel denklem, rastgele baslangic kosullarina sahip bir
rastgele diferansiyel denklemdir.
Ornek 1.6.1.1 X' (t) = —aX?(t),a > 0,0 < t < o ile verilen Skaler Riccati denklemini

X(0) = x, rastgele baslangi¢ kosulu ile ele alalim.

dx dx 1 1
—=—ax’> S =—adt>——=—-at+c=>x=—

dt x2 X —at +c
olur. O halde
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1 1

0
bulunur.
1 1 X
=>X(t)=— = - =
_at— L Zaxt—1 14 axgt
Xo Xo
ve buradan
X(t) = —2

= =

1+ axyt

olur. Tersi alinarak

1.xo+0 X(t)
= =
x atxy + 1 - atX(t)

olur. Burada x, rastgele degiskeninin X (t) ve t degiskenlerine gore fonksiyonu

X
o= T ot

seklinde elde edilmis olur. Buradan X (t) i¢in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

[ t) = folx)l/l
seklinde elde edilir. Burada f; (x,), x,’1n olasilik yogunluk fonksiyonu iken |J| ise

_ 0x
~ Ox

J

jakobiyeni ile verilir. Dolayisiyla
18



dXO d ( X ) 1

x dx M —axt/  (1- axt)?

olur. O halde ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

1
0 = folGma)

—axt’ (1 — axt)?

seklinde elde edilmis olur.

Ornek 1.6.1.2 X' (t) + aX(t) = 0,t > 0 birinci mertebe dogrusal diferansiyel denklemi,
X(0) = x, m ortalama ve o2 varyansina sahip bir normal dagilima sahip rastgele
degisken ile verilirse, bir rastgele diferansiyel denklemdir.

Tamm 1.6.1.2 X'(t) = f(X(¢),t) + Y(¢t),t € T = [ty, al,X(t,) = x, denkleminde
Y(t) denkleme homojen olmayan terim olarak giren bir stokastik siire¢ ise bu denklem
rastgele homojen olmayan terime sahip bir rastgele diferansiyel denklemdir.

Ornegin, mX'(t) = —f(X(¢)) + Y(¢) ile verilen Langevin denklemi, Y (t) bileseninin
rastgele bir siire¢ alinmas1 durumunda bir rastgele diferansiyel denklem olacaktir.

X'(t) = F(t)X(t) + Y(¢t) ile verien Ito tipli denkleminde Y (t) bileseni Gauss siireci
(beyaz giiriiltii) oldugunda bu tipte bir denklemdir ve Ito stokastik diferansiyel
denklemlerine genellestirilmesi miimkiindiir.

Tanmm 1.6.1.3 X'(t) = A®)X(t) + Y(t),t € T = [t,,al, x(ty) = x, denkleminde A(t)
katsayisi rastgele bir biiyiikliik olarak ele alinirsa bu denklem rastgele katsayiya sahip bir
rastgele diferansiyel denklemdir.

Ornegin, X'(t) + [a + W (t)]X(t) =0,t > 0,X(0) =1 birinci mertebe diferansiyel
denklemi W (t) sifir beklenen deger ve 2D6(t — s) kovaryans fonksiyonuna sahip bir

Gauss beyaz giiriiltii siireci ise bir rastgele diferansiyel denklemdir.

1.7. Literatiir Ozeti

Kompartimanli modellerin temelini olusturan SIR modeli 1927 yilinda W.O.
Kermack ve A. G. McKendrick tarafindan yayimlanan “A contribution to the
mathematical theory of epidemics” baslikli ¢alisma ile literatiire kazandirilmistir. SIR
modeline yeni kompartimanlar ve parametreler eklenerek elde edilen farkli
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kompartimanli modellerin uygulamalar1 ile elde edilen modelleme c¢aligmalar
giintimiizde fizik, biyoloji ve tip gibi alanlarda yayginca kullanilmaktadir. El, Ayak, Agiz
hastaligi, kompartimanli modellerin kullanildig1 hastaliklardan biri olarak 6n plana
cikmaktadir. Son yillarda HFMD (Hand, Foot, Mouth Disease — El, Ayak, Agi1z Hastalig1)
ile ilgili yapilan kompartimanli modelleme caligmalarindan bazilar1 asagidaki gibi
listelenebilir. Chen vd. 2019 yilinda yaptiklar1 “Estimating the transmissibility of hand,
foot, and mouth disease by a dynamic model” isimli ¢alismada Cin’den elde edilen El,
Ayak, Agiz hastaligi verileri ile SIR denklem sistemini temel alan bir modelleme
yapmiglardir (Chen vd., 2019). Phonchan ve Naowarat 2019 yilinda yaptiklari
“Sensitivity Analysis of Hand Foot Mouth Disease Model with Public Health Resources”
baslikli calismada SEIQR tipli bir model kullanarak hastaligin sinirli saglik kaynaklari
altinda nasil yayildigini incelemislerdir (Phoncan ve Naowarat, 2019). Burada hastaligin
bulastig1 ancak heniiz hasta olmayan insanlar E kompartimaninda, karantinaya alinmis
insanlar Q kompartimaninda incelenmislerdir. Luo vd. 2020 yilinda yaptiklari ¢calismada
SIR modelini kullanarak El, Ayak, Agiz hastaligina sebep olan ana patojenlerin
etkilesimlerini analiz etmislerdir (Luo vd., 2020). Dai vd. 2019 yilinda yaptiklar
caligmada SEIQRN tipli bir model kullanarak Wenzhou, Cin’de hastaligin yayiliminin
izledigi siireci analiz etmislerdir (Dai vd., 2019). Liao vd. 2019 yilinda yaptiklar
caligmada hem kadin hem de erkek popiilasyonu icin SIR tipli modeller kullanarak
hastaligin cinsiyetler arasi gecisini incelemislerdir (Liao vd., 2019). Huang vd. 2019
yilinda yaptiklar1 ¢alismada El, Ayak, Agiz hastaliginin yayilimimin mevsimselligini
SEIAR tipli bir model kullanarak incelemislerdir. Burada hastalifin bulastigi ancak
semptom gostermeyen insanlar A kompartimaninda incelenmislerdir (Huang vd., 2019).
Chadsuthi ve Wichapeng 2018 yilinda yaptiklart ¢alismada SEIIHRW tipli bir
kompartimanli model kullanarak hastaligin Bangkok, Tayland’da kirli bolgelerdeki
yayilimini incelemislerdir. Burada hastaneye yatirilmis olan insanlar H kompartimaninda,
patojen yogunlugu ise W kompartimaninda incelenmistir (Chadsuthi ve Wichapeng,
2018). Tan ve Cao 2018 yilinda yaptiklar1 “The Dynamics and Optimal Control of a
Hand-Foot-Mouth Disease Model” baglikli ¢alismada SEIVT tipli bir kompartimanli
model kullanarak hastaligin as1 ile yayilma dinamiklerini incelemislerdir. Burada
asilanmis bireyler V kompartimaninda, iyilesmis bireyler ise T kompartimaninda
incelenmistir (Tan ve Cao, 2018). Li vd. 2019 yilinda yaptiklar1 “A multi-group model

for estimating the transmission rate of hand, foot and mouth disease in mainland China”
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baslikli ¢aligmada Cin bolgesinde hastaligin yayilimini1 SEILR tipli bir kompartimanl
model kullanarak yapmislardir (Liv d., 2019). Pongsumpun ve Wongvanich 2018 yilinda
yaptiklar1 “Age Structural Model of the Hand Foot Mouth Disease in Thailand” baslikli
calismada 10 yasin1 altindaki ve iistiindeki bireyler i¢in ayr1 ayr1 SEIR tipli kompartimanli
model kullanarak hastaligin Tayland’da yayilimini incelemislerdir (Pongsumpun ve
Wongvanich, 2018). Shi ve Lu 2020 yilinda yaptiklar1 “Dynamic analysis and optimal
control of a fractional order model for hand-foot-mouth Disease” baslikli makalede
SEIIRW tipli bir modelde kesirli mertebeden tiirev kullanarak hastaligin yayilimini
incelemislerdir (Shi ve Lu, 2020). El, Ayak, Ag1z hastalig1 glinlimiizde de diinyanin ¢esitli
bolgelerinde goriilmekte olan bir hastalik oldugu icin bu hastalikla ilgili modelleme

caligmalar1 da literatiirde yerlerini almaya devam etmektedir.
1.8. SIR Modeli

SIR modeli bir hastaligin bir toplulukta yayiliminin incelenmesi i¢in matematikte
kullanilan en temel araglardan biridir. Sistem ismini toplumu ayirdigi 3 grup olan
hastaliga duyarli bireyler (susceptible), hasta bireyler (infected) ve hastaliktan iyilesmis
olanlarin (recovered) Ingilizce isimlerinin bas harflerinden almaktadir. SIR modeli 1927
yilinda iskog¢ biyokimyac1 William Ogilvy Kermack ve Iskog fizyolog Anderson Gray
McKendrick tarafindan yayimlanan “A Contribution to the Mathematical Theory of
Epidemics” baslikl1 ¢alisma ile tanitilan model giiniimiizde birgok hastaligin yayiliminin
matematiksel olarak incelenmesine temel olusturmaktadir. Bu ¢alismada SIR modelinin

en basit formu

dx

il

d
d_}t; = kxy — ly, 1)
dz ]
a7

seklinde k ve [ sabitleri kullanilarak verilmistir (Kermack ve McKendrick, 1927). Zaman
icinde x,y ve z gruplarinin S, ve R ile adlandirilmasi ve bu denklem sistemine yeni

kompartimanlar ve parametreler eklenmesi ile farkli SIR modeli tabanli kompartimanl
21



modeller elde edilmistir. En basit halinde SIR modeli tim toplumun bu iig
kompartimandan olustugunu varsayar ve toplulugun toplam biiyiikliigliniin bu ii¢ grubun

biiytikliikleri toplam1 oldugunu kabul eder.

St)+I1(t) +R() =N(t) (2)

SIR modeli toplulugu ayirdig1 ii¢ gruptaki degisimleri modelleyerek hastaligin
topluluktaki yayilimini inceleme amagclh bir diferansiyel denklem sistemidir. Ornegin
hastaligin yayilma asamasinda I kompartimanindaki popiilasyonun artmasi, benzer
sekilde hastaligin geriledigi donemde de R kompartimanindaki popiilasyonun artmasi
beklenmektedir. SIR modelinin normal akis semasinda en basta saglikli tiim bireyler
hastaliga duyarli olarak kabul edilir ve S kompartimaninda bulunurlar. Hasta olan tiim
bireyler de I kompartimaninda yer almakta ve bu iki kompartimandaki bireylerin karigimi
esnasinda hasta bireylerden saglikli bireylere hastaligin belirli bir oranda bulastigi
varsayllmaktadir. Bu sekilde S kompartimanindan I kompartimanina bireylerin gecisi s6z
konusudur. Belirli bir siire sonra I kompartimanindaki hasta bireylerin kendiliginden veya
tedavi sonucu iyilesmesi ile R kompartimanina gegisi insan akisinin tamamlanmasi SIR
modelinin ana fikrini olusturmaktadir.

SIR modeli literatiirde kullanilan bir¢ok varyasyonunun temelini olusturmustur.
Ornegin viriisiin bireye bulastig1 ancak bireylin heniiz hasta olmadig1 durumlarda SIR
modeline E (Exposed) kompartimani eklenerck SEIR modeli elde edilmektedir.
Hastaliktan iyilesenlerin tekrar hasta olma ihtimalinin oldugu durumda [
kompartimanindan ¢ikan bireylerin tekrar S kompartimanina donmekte ve SIS modeli
elde edilmektedir. SEIR modeli icin de benzer sekilde iyilesenlerin hastalanma
olasiliginin oldugu durumlarda S kompartimaninin eklenmesi ile SEIRS modeli elde
edilebilmektedir. Hastaliga karsi dogustan bagisiklik kazanilmasi durumunun var oldugu
hastaliklarda SEIR modeline M (Maternal immunity) kompartimani eklenerek MSEIR
modeli elde edilebilmektedir. Hastaliga karsi asimin gelistirilmis oldugu ve asilanan
bireylerin V (Vaccinated) kompartimaninda toplandigi SEIVR modeli de SIR modelinin
bir bagka varyasyonudur. Hastaligin bulastig1 ancak hastalikla ilgili herhangi bir belirti
gbstermeyen bireylerin A (Asymptomatic) kompartimaninda sisteme eklendigi SEIAR
modeli ve hasta olan bireylerin bir kisminin karantinaya alindigt durumda Q

(Quarantined) kompartimaninda sisteme eklendigi SEIQR modeli de SIR modelinin
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farkli versiyonlarindan bazilaridir.

1.9. Rastgele Modeller

Deterministik modeller hastalik bilesenlerini temsil eden parametreler ve
baslangi¢ degerleri gibi cokluklarin sabit degerler olarak kabul edilmesi nedeniyle
hastaliklarin yayiliminda yasanabilecek olas1 belirsizlikleri temsil etme konusunda
yetersiz kalmaktadirlar. Bu nedenle son yillarda i¢inde rastgele bilesenler bulunan
rastgele ve stokastik diferansiyel denklemler, tipki kesirli ve zaman gecikmeli
diferansiyel denklemler gibi, son yillarda deterministik sistemler yerine tercih edilmeye
baslanmustir. Literatiirde X' (t) = A(®)X(t) + Y(t),t € T = [t,, al], x(ty) = x, tipindeki
bir diferansiyel denklemde A(t) bileseninin temsil ettigi hastalik bilesenlerinin sabit
biiyiikliikler yerine rastgele degiskenler olarak kullanilmasiyla elde edilen rastgele
degiskenler yan1 sira diferansiyel denklemlere stokastik giiriiltii eklenerek olusturulan
stokastik  diferansiyel denklemler de kullanilabilmektedir. Farkli tiplerdeki
kompartimanl modellerde kullanilan deterministik denklemler rastgele ve stokastik hale
getirilerek olusturulan rastgele modeller hemen her salgin hastaligin incelenmesi igin
kullanilabilmektedir.

Merdan ve Khaniyev tarafindan 2008 yilinda yapilan calismada Kus Gribi
hastaliginin yayilimi i¢in rastgele bir model kullanilmaktadir (Merdan ve Khaniyev,
2008). Bekiryazici vd. tarafindan 2016 yilinda yapilan bir ¢alismada Dang Hummasi
hastaliginin yayilimi i¢in bir rastgele diferansiyel denklem sistemi kullanilmaktadir
(Bekiryazici vd., 2016). Bekiryazici vd. tarafindan 2017 yilinda bir ¢alismada Sitma
hastaliginin yayilimi rastgele ve stokastik diferansiyel denklem sistemleri ile
karsilagtirmali analiz i¢eren bir ¢aligma yapildigi goriilmektedir (Bekiryazici vd., 2017).
Bekiryazici vd. tarafindan 2018 yilinda yapilan bir ¢alismada Cocuk Felci hastaliginin
yayilimi i¢in deterministik bir sistemi temel alan bir rastgele diferansiyel denklem sistemi
kullanilmaktadir (Bekiryazici vd., 2018). Merdan vd. tarafindan 2018 yilinda yapilan bir
calismada Ebola hastaliginin rastgele yayilimina ait yaklasik karakteristikler {izerine
Diferansiyel Doniistim yontemi kullanilarak bir inceleme yapilmaktadir (Merdan vd.,
2018). Merdan vd. tarafindan 2017 yilinda yapilan bir ¢aligmada Hepatit C hastaliginin

yayiliminin rastgele davranislari ile ilgili bir inceleme yapilmaktadir (Merdan vd., 2017).
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Bu ¢aligma literatiirdeki rastgele modelleme ¢aligmalarini kaynak alarak El, Ayak, Agiz

hastalig ile ilgili bir inceleme icermektedir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde El, Ayak, Agiz hastalig ile ilgili bilgiler verilecek ve El, Ayak, Agiz
hastaliginin  yayilimin1  modelleyen diferansiyel denklem sistemi tanitilacaktir.
Simiilasyon algoritmasinin da verilmesinin ardindan modelin rastgele olarak incelenmesi

ile elde edilen sonuclar da bu boliimde verilecektir.

2.1. El, Ayak, Agiz Hastahig

El, Ayak, Agiz hastaligi genellikle ¢cocuklarda olmakla birlikte baz1 durumlarda
yetiskinlerde de goriilebilen bulasici bir hastaliktir. Ozellikle 5 yas alti ¢ocuklarda
goriilebilen ve oldukga bulasict olan bu hastaliga enterovirus 71 ve coxsackievirus A16
gibi bazi patojenlerin dahil oldugu bir grup viriis neden olmaktadir. El, Ayak, Agiz
hastalig1 genel olarak ilkbahar, yaz ve sonbahar bag1 donemlerde siklikla goriilmekte olan
bir hastalik olup kiiresel 1sinma dolayisiyla hastaligin goriilme donemlerinde degiskenlik
de yasanabilmektedir. Hastalik genellikle bir hafta ile 10 giin arasinda degisen bir siirecte
kendiliginden iyilesebilmektedir. El, Ayak, Agiz hastaligi tim diinyada goriilmekle
birlikte tropikal bolgelerde ve diisiik hijyen kosullarina sahip boélgelerde daha siddetli
seyretmektedir (URL-1, 2020).

Hastaligin belirtileri genellikle yiiksek ates, istahsizlik, bogaz agrisi, bulanti,
kusma, viicutta kiriklik hali ve oksiiriik seklindedir. Agizda, ayak altinda, el ve avug
icinde i¢i su dolu agrili dokiintiiler meydana gelir. Baz1 durumlarda dokiintiiler dizlerde,
dirseklerde, kal¢ada ve genital bolgede de olusabilmektedir. Hastalik el ve ayak tirnagi
kaybina yol acabilmektedir. Cocuklarda ¢ok fazla kasintiya yol agmasa da yetigkinlerde
goriildiigli durumlarda hastalik kasintiya sebep olmaktadir. Hastaligin tanist normalde
semptomlar ve bulgularla konulabilmektedir. Ancak bulgular yeterli degilse bogaz veya
disk1 6rnegi araciligi ile de tan1 konulabilmektedir (URL-2, 2020).

Hastalik solunum yolu, tiikiiriik, burun mukusu, oksiiriik, yakin temas veya diski
aracilifiyla bulagsmaktadir. Semptomlarin diizelmesinden sonra bile bulasici olma
durumunun devam etmesi miimkiindiir. Yazin havuzlarda enfekte sularin yutulmasi
durumunda ve ¢ocuk bakim evleri ve kreslerde hastalik en cok yayilabilmektedir.
Hastaligin yayilmasin1 engellemek icin enfekte bireylerle dogrudan temastan kaginma

(kucaklagma, Opiisme, vb.), ortak kullanilan esyalar ve ortak kullanim alanlarinin
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hijyenine dikkat etme, eller in tuvalet sonrasi veya bebek bezi degisimi sonrasi
temizlenmesi gibi dnlemler alinmalidir.

Hastaligin belirli bir tedavisi bulunmamaktadir. Cin’de EV71 adi verilen bir aginin
2015 Aralik itibart ile hastaligi engellemek i¢in kullanildig: bilinmektedir (URL-2, 2020).
Hastalik genellikle kendiliginden gectigi icin ilag tedavisi gerekli degildir ancak kisiye
gore agr1 kesici ve ates diistlicii kullanilabilmektedir.

Hastalik klinik olarak ilk defa 1957°de Kanada ve Yeni Zelanda’da tanimlanmuistir.
Hastaligin ismi Thomas Henry Flewett tarafindan 1960 yilindaki bir salgin sonrasi
verilmistir. 1998 yilinda Tayvan’da yaklasik 1.5 milyon vakanin goriildiigii bir salgin
gerceklesmis, ayrica hastalik Cin’de 2012 Temmuz sonu itibari ile yaklasik 1.5 milyon
bireye bulagmistir (URL-2, 2020).

2.2. El, Ayak, Agiz Hastali@1 Yayiliminin Deterministik Modeli

Tez caligmasinda kullanilacak olan matematiksel model, Hongwu Tan ve Hui Cao
tarafindan 2018 yilinda “The Dynamics and Optimal Control of a Hand-Foot-Mouth
Disease Model” baglikli calisma ile yayimmlanmistir (Tan ve Cao, 2018). Model,
literatiirdeki El, Ayak, Agiz hastalig1 modellerinden farkli olarak asilanmis bireylerin bir
kompartiman olarak eklenmesini igermektedir. El, Ayak, Agiz hastaliginin deterministik

modeli su sekilde ifade edilmektedir (Tan ve Cao, 2018):

dz_(tt) = (1 —p)b— BSOL(E) = BSO (1) — (1 + w)SE) + 1,V (E)
+nT (1),
diit) = B1SOL () + BS()(t) — (u + a)E(2),
d’;g” — qaE(®) — (utdy + )L (O, 3)
dl;it) = (1 - QaE(t) — (p+d; + )1 (1),
YO pb— i+ 0 +mVCE)
dz_it) — L (O + 7,00 — ( + @ + n,)T(O),
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seklin

dedir.

Bu denklem sisteminde, N(t) ile gosterilmekte olan 10 yasindan kiigiik ¢ocuklarin

sayisi, S(t), E(t), I, (t), I,(t),V(t) ve T (t) kompartimanlarina ayrilmaktadir. Dolayisiyla

N(t)

seklin
o
o
o
o
o
o
seklin
seklin

=S +EQ+LO + LA +V(E)+T(®) 4

dedir. Burada
S(t): hastaliga duyarl bireyler
E(t): hastaliga maruz kalmis (latent) bireyler
1,(t): EV71 viriisii bulagsmis bireyler
I, (t): CVA16 viriisii bulasmis bireyler
V(t): asilanmis bireyler
T(t): iyilesmis bireyler
de ifade edilmektedir. Model klasik SEIR modelinin, hastalikli bireylerin I; ve I,

de iki parcaya ayrilmasi ve asilanmis bireylerin V ile eklenmesiyle olusan SEIIVT

tipinde bir kompartimanli modeldir. Bu denklem sistemindeki parametreler, tanimlar1 ve

sistemin sayisal analizinde kullanilacak deterministik degerleri asagidaki gibi

verilmektedir (Tan ve Cao, 2018):

b = 2 - Toplumdaki dogum oranini géstermektedir.

p = 0.5 - Toplumdaki asilanma oranin1 gostermektedir.

B1 = 0.04 - EV71 viriisii bulasmis bireylerin hastaligi bulastirma katsayisini
gostermektedir.

f> = 0.04 - CVALIG viriisii bulagmis bireylerin hastaligi bulastirma katsayisini
gostermektedir.

1 = 0.0017 - Toplumdaki dogal 6liim oranini1 gostermektedir.

a = 1.75 - Virlise maruz kalmis bireylerin kulugka donemini gecirip hastaliga
yakalanma oranini (kisi bas1) gostermektedir.

q = 0.0034 —» EV71 viriisline maruz kalmis bireylerin hastalia yakalanma
yiizdesini gostermektedir (1 — q ile de CVA16 viriisiine maruz kalmis bireylerin

hastaliga yakalanmalar1 yiizdesi gdsterilmektedir).
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e d, =0.0034 - EV71 viriistine maruz kalmis bireylerin hastaliga bagh olim
oranlarini gostermektedir.

e d, =0.0034 - CVAIG6 virlisiine maruz kalmig bireylerin hastaliga bagli 6liim
oranlarini gostermektedir.

e y;=04-> EV71 virlsiine maruz kalmig bireylerin tedavi oranini
gostermektedir.

e y,=04-> CVAIl6 virlsline maruz kalmis bireylerin tedavi oranini
gostermektedir.

e = 0.125 - Topluluktan ayrilma oranini1 gostermektedir.

e 1; = 0.5 = Agsilanmis bireylerin bagisikligi kaybetme oranini gostermektedir.

e 17, = 0.2 - lyilesmis bireylerin bagisiklig1 kaybetme oranini gostermektedir.

Kaynak ¢alismada (3) denklem sisteminde teorik olarak 8 = 8, = B2, ¥ = y1 = V2, d =
d, =d, ve I(t) =1,(t)+ I,(t) alinarak EV71 ve CVAI6 viriisleri bir arada

degerlendirilmektedir. Bu durumda (3) denklem sistemi asagidaki hali alir.

dil_(tt) =1 =p)b—=BSOI) — (u+ @)SE) + 7,V (6) + 12T (1),

d]iz Et) = BSOI(®) — (1 + DE(),

dfi_(tt) =aE(t) — (u+d + I, ©)
dlgit) =pb— (u+w+n)V(0),

dZ—Et) =yI(t) — (u+ w +n)T@).

seklindedir. (5) denklem sisteminin sayisal olarak incelenmesinde kullanilacak baslangi¢

degerleri asagidaki gibidir:

(5(0),E(0),1(0),v(0),T(0)) = (2,0.7,0.2,0.1,1) x 103. (6)

Bu baslangi¢ degerleri toplumda ilk bagta (6) ile verilen sayida hastaliga duyarli,

hastalia maruz kalmis, hasta, asilanmis ve iyilesmis birey oldugunu gostermektedir.

28



Parametre ve baslangic kosullari i¢in kullanilan sayisal degerler kaynak calismadan elde
edilmistir (Tan ve Cao, 2018).

2.3. El, Ayak, Agiz Hastalig1 Yayihminin Rastgele Modeli (Normal Dagilim)

El, Ayak, Agz hastaliginin yayilimimi modelleyen (5) denklem sistemi
deterministik diferansiyel denklemlerden olusan bir sistemdir. Dolayisiyla b, p, S, U, w,
N1, N2, @, d, Yy parametrelerinin temsil ettigi hastalik bilesenlerinin rastgele davranislar
(5) denklem sisteminde modellenmemektedir. Bu rastgele yapinin denklem sisteminde

temsil edilebilmesi i¢in yeni parametreler agagidaki gibi tanimlanir:

b*=b+s,Z,,

P*=p + 5225,

B* =B + 5323,

W= U+ SsZy,

a)* = w + S5Zs, @)
N1 =11+ SeZe,

Nz =Nz +S7Z7,

a* =a+ sglg,

d* =d + sqZ,,

*

Y =V + S10Z10-

(7) ile ifade edilen b*, p*, B*, u*, w*, ni, n3, a*, d*, y* rastgele parametrelerin
taniminda verilen s;, i = 1,10 rastgele degiskenlerin standart sapmalarini, Z;,i = 1,10 ise
bagimsiz standart normal dagilima sahip rastgele degiskenleri gostermektedir. Rastgele
parametrelerin bu sekilde tanimlanmasi deterministik degerleri , p, £, 4, w, 11, 12, @, d,
y ile verilen parametrelerin bu degerler etrafinda degisen rastgele ¢okluklar haline
gelmesini saglamaktadir. Burada Z;,i = 1,10 ile verilen standart normal dagilima sahip
rastgele degiskenlerin bagimsiz olarak tanimlanmasi b*, p*, B*, u*, w*, ni, Ny, a*, d*, y*
rastgele parametrelerinin de birbirlerinden bagimsiz olmasini saglamaktadir. (7) ile

tanimlanan rastgele parametreler (5) denklem sisteminde yerine yazilirsa yeni rastgele

model elde edilir:
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dS(t)
Tdt
dE(t)
dt
di(t)
dt
dv(t)
dt
dT (t)
dt

=B S@OI) — (u" + a"E(),

=aE(t) — (u* +d* +y)I(),

=pb" — (W +w +n)V(D),

=y I(t) — (W + w* +n)T(0).

=1 -p)b" = p*SOIE) — (U + w)S(t) +n,"V(E) + 1" T(b),

(8)

(7) seklinde tanimlanan rastgele degiskenlerin dagilimlarinin normal dagilim

oldugu kabul edilmisti. Gergek hayatta bu degiskenlerin tam olarak hangi dagilima, hangi

Olceklerde sahip oldugu diinya ¢apindaki El, Ayak, Agiz hastaliklarinin incelenmesi ile

belirlenebilir. Bu galismada normal dagilima sahip rastgele parametrelerin %5 varyasyon

katsayisina sahip olduklar1 varsayilacaktir. Bu durumda (7) ile verilen rastgele

parametreler su hali alir:
b* =2+ > X2Z,=2+01Z
S 100" T T o

5
*=0. — X% 0. = 0. .
p 05+100 0.5Z, = 0.5+ 0.025Z7,,

5
B = 0.04 + -5 X 0.04Z; = 0.04 +0.002Z,

5
u* =0.0017 + —=x 0.0017Z, = 0.0017 + 0.000085Z,,

100

5
w* = 0.125+—x0.125Z5 = 0.125 + 0.00625Z5,

100

5
M} =05 + 05X 0.5Z = 0.5 + 0.025Z,

5
M5 =02+ 5x 022, = 0.2+ 0017,

5
@' = 175 + 755 % 1.75Z5 = 1.75 + 0.0875Z,

5
d* =0.0034 + 100 X Zy = 0.0034 + 0.00017Z,,

5
y* = 0.4 + m X 0.4Z10 = 0.4 + 0.02210.
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Bu rastgele parametrelerin (8) modelinde yazilmas: ile rastgele diferansiyel

denklem sisteminin son hali elde edilmis olur.

ds(t
% = (1- (0.5 + 0.025Z,))(2 + 0.1Z;) — (0.04 + 0.002Z5)S(t)I(t)
—((0.0017 4+ 0.000085Z,) + (0.125 + 0.00625Z5))S(t)
+ (0.5 + 0.025Z,)V(t) + (0.2 + 0.01Z,)T(¢),
dE(t
di ) _ (0.04 + 0.002Z3)S(t)I(t)
— ((0.0017 + 0.000085Z,) + (1.75 + 0.0875Z))E(¢),
dI(t
% = (1.75 + 0.0875Z5)E(t)
—((0.0017 + 0.000085Z7,) + (0.0034 + 0.00017Z,) + (0.4 )
+0.02Z,0))I (D),
dv(t
di ) _ (0.5 + 0.025Z,)(2 + 0.1Z,)
—((0.0017 4 0.000085Z,) + (0.125 4 0.00625Z5) + (0.5
+0.025Z,))V (1),
dT(t
% = (0.4 + 0.02Z,)I(t)

— ((0.0017 + 0.000085Z,) + (0.125 + 0.00625Z;)
+ (0.2 4+ 0.01Z,))T(t).

(9) ile verilen El, Ayak, Agiz hastali§inin yayiliminin rastgele modelinin simiilasyonu ile
hastalik yayiliminin beklenen deger, varyans ve standart sapma gibi rastgele sayisal

karakteristiklerinin incelenmesi mumkindir.
2.4. Rastgele Sistemin Simiilasyon Algoritmasi

(9) denklem sisteminin asagidaki algoritma izlenerek olusturulan MATLAB

kodlartyla simiilasyonu yapilacaktir:

1. Adim: (5) ile verilen deterministik diferansiyel denklem sistemi ve (6) ile
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verilen baslangi¢ kosullar1 programa girilir.

2. Adim: (7) ile verilen rastgele parametreler tanimlanir. Burada rastgele
parametreler %5 varyasyon katsayisina sahip olacak sekilde belirlenir. Standart
normal dagilima sahip bagimsiz rastgele degiskenlerin programda
tanimlanmasi icin MATLAB’1n “randn” komutu kullanilir.

3. Adim: Rastgele parametrelerin sistemde yazilmast ile elde edilen (9) denklem
sisteminin program tarafindan N kez simiilasyonu olusturulur. Burada
olusturulan N adet denklem sisteminin her biri katsayilar1 normal dagilima gore
secilmig farkli cokluklardan olusan deterministik diferansiyel denklem
sistemleridir.

4. Adim: Sistem tarafinda olusturulan N adet diferansiyel denklem sistemlerinin
her biri 4. Mertebe Runge-Kutta yontemi kullanilarak sayisal olarak ¢oziiliir.

5. Adim: 4. Mertebe Runge-Kutta yontemi ile ¢oziilen N adet sistemden S, E,
I, V, T degiskenleri icin ¢oziimler elde edilir.

6. Adim: S, E, I, V, T degiskenleri i¢in elde edilen N adet ¢oziim takimi

kullanilarak kompartimanlarin istatistikleri olusturulur.

2.5. El, Ayak, Agiz Hastalig1 Yayihminin Rastgele Modeli (Laplace Dagilimi)

(8) ve (9) denklemleri El, Ayak, Agiz hastaliginin yayilimimnin Normal dagilima
sahip parametreler ile incelenmesini saglamaktadirlar. Bu bolimde b, p, 8, i, w, 14, 15,
a, d, y parametreleri Laplace dagilimma sahip olacak sekilde rastgele hale
getirileceklerdir. Yeni parametreler b**, p**, f**, u™*, 0™, ni*, n3", a**, d**, y** olarak

adlandirilsinlar. Bu parametreler sdyle tanimlanirlar:

b*™ =b+tL,,
P =p +tLy,
B =B + tsls,
W =p+tyLy, (10)

W™ = w + tsLs,
N1 =11+ tele,
nz =1y +t;Lg
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a* =« + t8L8'
d* = d + toLo,
Y™ =7+ tiolo

(10) ile ifade edilen b**, p**, B, u**, w™, ni*, n3*, a**, d**, y** rastgele
parametrelerinin taniminda verilen ;i = 1,10 rastgele degiskenlerin standart
sapmalarmi, L;,i = 1,10 ise bagimsiz standart Laplace dagilimma sahip rastgele
degiskenleri gostermektedir. Normal dagilima sahip etkiler durumundaki modele benzer
sekilde (10) ile ifade edilen yeni parametreler de birbirlerinden bagimsiz olarak
tanmimlanmaktadirlar. Burada t;, i = 1,10 standart sapma katsayilarinin nasil belirlenecegi
kritik 6neme sahiptir. Normal dagilim ve Laplace dagilimia sahip rastgele etkiler
altindaki modellerin tam anlamiyla karsilastirilabilmesi i¢in bu iki durumdaki rastgele
parametrelerin ayn1 beklenen deger ve varyansa sahip olmasi gerekmektedir. Dolayisiyla
t,i = 1,10 katsayilari, Laplace dagilimina sahip olan b**, p*™*, ™, u**, w**, ni*, 15",
a*™, d**, y** rastgele parametrelerinin (7) ile tanimlanan rastgele parametreler ile ayni
standart sapma ve varyansa sahip olacak sekilde tanimlanacaktir. Ornegin b* ve b**

parametreleri i¢in asagida hesap yapilmaktadir.

5
b :b+51Z1:2+mX221:2+0.121

seklinde tanim yapilmisti. Buradan

E(b*)=E(Mb+5s,Z,) =EWb)+E(s;Z,)=b+s,E(Z))=b
olur. Benzer sekilde

Var(b*) = Var(b + s,Z,) = stVar(Z,) = s?

olur. Laplace dagilimi i¢in

E(b**)=E(Mb +t,L,) = E(b) + E(t;L,)
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ve L, standart Laplace dagilimina sahip oldugundan E(L;) = 0,Var(L,) = 2 oldugu i¢in
E(b*)=0b

olacaktir. Benzer sekilde

Var(b*) = Var(b + t,L,) = t?Var(L,) = 2t2

olur. Burada varyanslar arasindaki esitligin saglanabilmesi i¢in

Var(b*) = Var(b*) © s? = 2t2

olmasi gerekmektedir. Dolayisiyla

s1V2
t; = >

seciminin yapilmasi gerekmektedir. b parametresi i¢in s; = % X b= % X 2 seklinde

tanimlandigindan

_sv2_ 5 V2 52

t =——X2X——=75—X
1 2 100 2 200

olacaktir. Bu durumda tiim Laplace dagilimina sahip rastgele parametrelerin Normal

dagilima sahip rastgele parametreler ile ayni varyansa sahip olmalar i¢in ¢;,i = 1,10

katsayilarinin benzer sekilde belirlenmesi gerekmektedir.

5v2
b** =2+ m X 2L1,
5v2
p = 0.5+ m X O.SLZ,

5v2
* =0. — X U.
Bt = 0.04 + 555X 0.04Ls,
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52
i = 0.0017 + - X 0.0017Ly,

5v2
W™ = 0125 + 0% 0.125Ls,

5v2
1’]1 —_ 0-5 + ﬁ X O-5L6,

**—02+5\/§><OZL
M2 =0LT 500 " V2t

w1754+ Y2 1751
T T o0 e

d** = 0.0034 + 5v2 x 0.0034L
- 200 ke

5v2

olacaktir. (10) ile tamimlanan rastgele parametreler (5) denklem sisteminde yerine

yazilirsa yeni rastgele model elde edilir:

ds
d(tt) = (1—p™)b™ — BSOI(t) — (u** + w™)S(t) + V(L)
+ 1" T(2),
dE
O _ s @10 - - + a5

11
UO _ By — @ +d 4y, -

dt
g =P b — (W™ + w™ + 1)V (1),
dT(t)

Yeni rastgele parametrelerin (11) modelinde yazilmasi ile rastgele diferansiyel
denklem sisteminin Laplace dagilimina sahip rastgele etkiler i¢in son hali elde edilmis

olur.
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ds(t) 5v2 5v2
7 =|1- (OS + ZT.O X 05L2> (2 + m X 2L1 — (004‘

5v2
+ 505 % 0.04L3)S(t)I(t)

5v2
— | (0:0017 + 575 % 0.0017L, | + (0.125

5v2 5v2
+ 550 X 0-125Ls) | S(6) + (0.5 + 555 X 05L)V () + (02

+5ﬁx02L T(t)
200 2L)T ),

dE(t)
dt

5
= (0.04 + %g x 0.04L3)S(t)I(t)

5v2
= { (0.0017 + 555 % 0.0017Ly) + (1.75

5v2
+ 200 X 175L8)> E(t),

dI(t) 5v2
—r = (175 + 555 X 175Lg) E(t)

5v2
— [ (0:0017 + 555 x 0.0017Ly) + (0.0034

+ 2><00034L +04+5\/§><04L 1(t)
2007 o) + (0. 200 4L10) ’

dv(t) 5v2 5v2
dt = (05 + m X OSLZ)(Z + m X 2L1)

0.0017 + Sﬁx 0.0017L,) + (0.125 + Sﬁx 0.125L
( " 200 " 4) ( " 200 * 5)

5v2
+ (05 + m X 05L6)> V(t),
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dT(t) 5v2
T (0,4 + 500 % 0.4L10> 1(t)

52 5v2
— (0.0017 + m X 0.0017L4> + <0.125 + m X 0.125L5>

5v2
+ (o.z + 200 ¥ 0.2L7> T(t).
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3. SIMULASYON SONUCLARI

Bu boliimde Normal dagilima ve Laplace dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki
(9) ve (12) modellerinin simiilasyonlarindan elde edilen sonuglar sunulmaktadir. Ek
olarak rastgele parametrelerin bu dagilimlara sahip oldugunda olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin nasil degistigini gosteren karsilagtirmali bir bolim de verilmektedir.
Rastgele modellerin simiilasyonlar1 MATLAB programi kullanilarak yapilmis ve her bir

dagilim i¢in 5 X 10* tekrar kullamlmstir.

3.1. Dagilimlarin Karsilagtirilmasi

Bu calismada, literatiirde var olan (5) deterministik diferansiyel denklem sisteminin
parametreleri Normal dagilim ve Laplace dagilimina sahip rastgele degiskenler haline
getirilerek bir inceleme yapilmistir. Normal dagilim ve Laplace dagilimi yapilar itibari
ile baz1 ortak Ozelliklere sahiptirler. Her iki dagilimin da olasilik yogunluk
fonksiyonlarmin tim x € R i¢in deger almalar1 ve her iki dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin grafiklerinin beklenen degerleri etrafinda simetrik olmasi gibi bazi
ozellikler bu iki dagilimimn karsilastirilmasin1 uygun kilmaktadir. Bu o6zelliklerinden
dolay1r (5) modelinin parametreleri Normal ve Laplace dagilimina sahip rastgele
degiskenler olarak degistirilmis ve model c¢oOziimlerinin istatistiksel 0Ozellikleri
karsilastirilmistir.

Bu iki dagilima sahip rastgele degiskenlerin olasilik yogunluk fonksiyonlarinin
grafiklerinin karsilastirilmasi, rastgele parametrelerin bu iki durum igin nasil davranig
gostereceginin anlasilmasi agisindan faydali olacaktir. Bu sebeple deterministik olarak
verilen parametreler arasindan birine 6zel olarak iki olasilik dagiliminin karsilastirilmasi
icin bir grafik olusturulmustur. Asagidaki grafikte b parametresi icin sirastyla Normal ve
Laplace dagilimina sahip olan b* ve b** parametrelerinin olasilik yogunluk fonksiyonlari
verilmektedir (Sekil 1). Grafikten de anlasilabilecegi gibi bu iki dagilima sahip olan
rastgele degiskenlerin alabilecegi olasi degerlerin dagilimlar1 benzerlik gostermektedir.
Bunun nedeni bu iki dagilimin daha once de belirtilmis olan benzer 6zelliklere sahip
olmasidir. Grafikte deterministik ¢alismanin sayisal kismi1 i¢in b = 2 degeri ile kullanilan
parametre beklenen degerleri E(b*) =2 ve E(b**) = 2 olan iki rastgele c¢okluga

donistiiriilmiistiir. Diger parametreler i¢in de benzer sekilde grafiklerin olusturulmasi
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miimkiindiir. Her parametre icin bu iki dagilima sahip rastgele degiskenlerin benzer
davranig gostermesi beklenir.

Bu iki dagilim i¢in benzer davranis gosterdigi yukaridaki grafik ile de gosterilen
rastgele parametreler kullanilarak incelenen (9) ve (12) rastgele modellerinin sayisal
coziimleri ve simiilasyon sonuglarinin karsilastirilmast  bir  sonraki bdliimde

verilmektedir.

Sekil 1. b parametresi i¢cin Normal ve Laplace dagilimlarinin karsilastirilmasi

3.2. Normal Dagilima Sahip Parametreler ile Simiilasyon Sonuclari

Bu boliimde (9) rastgele modelinin Monte Carlo simiilasyonlar1 kullanilarak

olusturulan bazi sayisal karakteristikleri ile ilgili sonuglar verilmektedir.

3.2.1. Beklenen Degerler

(9) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimlerinin beklenen degerleri i¢in

grafikler agagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 2).
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Sekil 2. (9) modelinin ¢oziimlerinin beklenen degerleri

Hastaligin yayiliminin Normal dagilima sahip parametreler altinda incelenmesini

saglayan (9) modelinden elde edilen sonuglarin beklenen degerleri igin sayisal

incelemelerde bulunan en biiyiik ve en kiigiik degerler ve bu degerlerin elde edildigi

zamanlar asagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 1).

Tablo 1. (9) modelinin beklenen degerleri igin elde edilen ekstremum degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
E(S(t) 3.414 0.94 2000 0
E(E(b) 68.05 20 2094 0.17
E(I(t) 200 0 1985 1.28
EWV(b) 1.597 20 100 0
E(T(t) 565.5 20 1688 3.6

Elde edilen sonuglara gore hastaliga duyarli bireyleri gosteren S kompartimaninin
beklenen degeri icin en diisiik deger t = 0.94 aninda 3.414 olarak, en yiiksek deger ise
t = 0 aninda 2000 olarak elde edilmistir. Grafikteki egri ve u¢ degerler gz Oniine
alindiginda hastaliga duyarl bireylerin siirecin basinda hizli bir sekilde azaldiktan sonra
sifira yakin bir diizeyde seyrettigi goriilmektedir. Burada t ile verilen zaman degiskeninin
siirecte gegen giin sayisini gosterdigi unutulmamalidir. Hastaliga maruz kalmis ancak

heniiz hastalanmamus (latent) bireyleri igeren E kompartimaninin beklenen degerleri i¢in
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en diistik deger t = 20 aninda 68.05 olarak, en yiiksek deger ise t = 0.17 aninda 2094
olarak elde edilmistir. Sonuglar ve grafik araciligi ile latent bireylerin siirecin
baslangicinda hizlica artarak en yiiksek degerini elde ettikten sonra diisiis egilimi
gosterdigi goriilmektedir. Hastalanmis bireyleri igeren I kompartimaninin beklenen
degeri icin en diigiik deger t = 0 aninda 200 olarak, en yiiksek deger ise t = 1.28 aninda
1985 olarak elde edilmistir. Grafik incelenecek olursa hastalanmig bireylerin siirecin
basinda artarak maksimum seviyeye ulastigi ve ardindan siirecin sonuna kadar azalma
gosterdigi goriilmektedir. Asilanmis bireyleri gosteren V' kompartimani i¢in en diisiik
deger t = 20 aninda 1.597 olarak, en yiiksek deger ise t = 0 aninda 100 olarak elde
edilmistir. Sekil 2°de de goriilebilecegi gibi asilanmig bireylerin sayisinin slireg boyunca
siirekli azaldig1 goriilmektedir. Iyilesmis bireyleri iceren T kompartimani igin en diisiik
deger t = 20 aninda 565.5 olarak, en yiiksek deger ise t = 3.6 aninda 1688 olarak elde
edilmistir. Bu kompartiman i¢in siirecin basinda bir artistan sonra iyilesmis bireylerde bir

azalma yasandig1 goriilmektedir.

3.2.2. Varyanslar

(9) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimlerinin varyanslari i¢in grafikler

asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 3).
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Sekil 3. (9) modelinin ¢éziimlerinin varyanslari
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Normal dagilima sahip parametreler iceren (9) modelinin sonuglarinin varyanslari

icin elde edilen ug¢ degerler asagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 2).

Tablo 2. (9) modelinin varyanslari i¢in elde edilen ekstremum degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Var(S(t)) 0 0 1766 0.1
Var(E(t)) 0 0 2757 0.65
Var(I(t)) 0 0 3161 3.99
Var(V(t)) 0 0 2.342 1.6
Var(T(t)) 0 0 2282 3.25

Varyanslar icin elde edilen sonuglar incelendiginde tiim kompartimanlar i¢in
minimum degerlerin t =0 aninda 0 olarak elde edildigi goriilmektedir.
Kompartimanlarin varyanslart i¢in elde edilen en yiiksek degerler ve varyanslarda
yasanan degisimlerin yorumlanmasi ile hastaliginin yayilimina iligkin sonuglarda
yasanabilecek rastgele davranislarin incelenmesi miimkiindiir. Varyans, tanim olarak
beklenen degerden sapmanin Olgiisiidiir. Dolayisiyla varyanslarin incelenmesi ile
kompartimanlarin beklenen degerleri i¢in elde edilen sonuglarda yasanacak olasi
sapmalarin yorumlanmasi amaglanmaktadir. S kompartimaninin varyansi i¢in maksimum
deger t = 0.1 aninda 1766 olarak, E kompartimaninin varyansi i¢in maksimum deger
t = 0.65 aninda 2757 olarak, I kompartimaninin varyansi i¢in maksimum deger t =
3.99 aninda 3161 olarak, V' kompartimaninin varyansi i¢in maksimum degert = 1.6
aninda 2.342 olarak ve T kompartimaninin varyansi i¢in maksimum deger t = 3.25
aninda 2282 olarak elde edilmistir. Varyanslarin grafikler incelendiginde bazi
durumlarda dalgalanmalar gbziikse de genelde ilk asamada yasanilan artisin ardindan
stirecin sonuna kadar azalma yasandig1 goziikkmektedir. Bu sonuglara gore, varyanslarin
en yliksek degerlerini aldig1 siirecte hastaligin yayilimi ile ilgili sonuglarda yasanmasi

muhtemel degisikliklerin arttig1 sdylenebilir.

3.2.3. Degisim Katsayilari

(9) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimlerinin degisim katsayilar1 i¢in

grafikler asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 4).
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Sekil 4. (9) modelinin ¢oziimlerinin degisim katsayilari

Degisim (varyasyon) katsayist (Coefficient of Variation) tanim olarak bir rastgele
degiskenin standart sapmasinin beklenen degerine oranidir ve relatif standart sapma
olarak da adlandirilir. Bu oran literatiirde bazen ylizde olarak da kullanilmaktadir. Bu
caligmada degisim katsayis1 (CV) istatistigi beklenen degeri u ve standart sapmasi o
olarak gosterilen bir X rastgele degiskeni i¢in CV = 100 X o/u seklinde hesaplanmaistir.
Standart sapmanin beklenen degere oranlanmasi ile hesaplanan bu istatistik kullanilarak
kompartimanlarin beklenen degerlerine iliskin sonuglarda yasanacak muhtemel
sapmalarin bu beklenen degerlere oranla biiyiikliikleri yorumlanabilir. Beklenen deger ve
standart sapmaya iligkin verilerin aynm1 anda islenmesi sonucu olusan bu istatistik ile
hastaligin yayiliminda yasanacak degisimler farkli bir boyutta analiz edilebilmektedir.
Normal dagilima sahip parametreler iceren (9) modelinin sonuglarinin degisim katsayilari
icin elde edilen ug degerler agsagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 3).

Degisim katsayis1 tanimi geregi varyans icin elde edilen sonuclara bagli
oldugundan degisim katsayilarinin da minimum degerlerini t = 0 aninda 0 olarak elde

ettikleri goriilmektedir.
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Tablo 3. (9) modelinin degisim katsayilari igin elde edilen ekstremum degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
CV(S(t)) 0 0 24.55 0.24
CV(E(t)) 0 0 9.975 20
CV(I(t)) 0 0 9.634 20
CcVV(t)) 0 0 11.19 6.01
CV(T(t)) 0 0 6.693 20

Rastgele modeller olusturulurken kullanilan rastgele parametrelerin tamami
standart sapmalar1 beklenen degerlerinin %5°1 olacak sekilde tanimlanmistir. Bu tiim
rastgele parametrelerin %5 degisim katsayisina sahip olduklar1 anlamina gelmektedir. Bu
rastgele parametreler kullanilarak degisimleri incelenen kompartimanlar igin ise daha
yiksek oranda degisim katsayisi elde edilebildigi goriilmektedir. S kompartimani i¢in
maksimum degisim katsayist ¢ = 0.24 aninda 24.55 olarak elde edilmistir. Bu veri S
degiskeninin beklenen degeri i¢in elde edilen sonuglarda %24.55’¢ kadar sapmalar
yasanabilecegi, bir bagka deyisle gercek hayatta karsilasilan durumlarda S kompartimani
icin bulunacak sonuglarin beklentiden %?24.55° kadar farkli olabilece§i anlamina
gelmektedir. Bu sonu¢ E kompartimani i¢in maksimum 9%9.975 (t = 20), [
kompartimani i¢in maksimum %9.634 (t = 20), V kompartimani i¢in maksimum
%11.19 (t =6.01) ve T kompartimani i¢in maksimum %6.693 (t = 20) olarak
bulunmustur. Degisim katsayilarinin grafikleri incelendiginde dalgalanmalara ragmen
ozellikle E,I ve T kompartimanlarinin basta yasanan dalgalanmanin ardindan siirecin
sonuna kadar artis gésterdigi ve maksimum degerlerine siirecin sonunda (t = 20 aninda)
ulagtiklar1 goriilmektedir. Burada dikkat edilmesi gereken bir diger nokta ise rastgele
parametreler %5 degisim katsayisina sahipken kompartimanlarin degisim katsayilarinin
yaklagik olarak maksimum %Z25’e ulagmasidir. Bu acidan S kompartimani ile temsil
edilen hastaliga duyarli insanlarla ilgili sonuglarin beklenen degerinde sapma yasanmasi

olasiliginin diger kompartimanlara oranla daha yiiksek oldugu sdylenebilir.

3.2.4. Giiven Araliklar:

(9) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimlerinin beklenen degerleri igin

gliven araliklarina ait grafikler asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 5).
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Sekil 5. (9) modelinin beklenen degerleri igin giiven araliklari

Giiven araliklar1 hastaligin yayilimima iliskin elde edilen sonuglarin beklenen
deger civarindaki dagilimlarinin incelenmesini saglamaktadir. Beklenen deger i¢in giiven
aralig1 beklenen degeri u ve standart sapmasi o olarak gosterilen bir X rastgele degiskeni
(u — k X g, u + k X 0) seklinde kullanilmaktadir. Normal dagilim i¢in k = 1 ile rastgele
degiskenin degerlerinin yaklagik %68’ini, k = 2 ile yaklasik %95’ini ve k = 3 ile
yaklasik %99’unu iceren araliklar olusturulabilmektedir. Bu ¢alismada k = 3 alinmus,
yani beklenen degerin 3 standart sapma alt1 ve listiine kadar olan degisimler incelenmistir.
Giiven araliklarmin st sinirlar tireli ¢izgi ile, alt araliklar1 ise nokta-tireli ¢izgiler ile
gosterilmistir. Sekil 5 ve bu grafiklerdeki beklenen degerleri temsil eden ortadaki (renkli)
egrilerin etrafindaki ag¢ilmalar degisim katsayilar1 da g6z Oniinde bulundurularak
hastaligin  yayilmasma iliskin sonuglarda yasanmasi muhtemel degisimlerin
yorumlanmasi igin kullanilabilir. Ornegin, hastalanmus bireyleri gdsteren I kompartimani
icin t = 1.28 aninda beklenen maksimum degeri olan 1985’e ulasmaktadir. Bu beklenti
icin yaklasik %99 giiven araliklar1 incelendiginde beklenen degerin t = 1.28 aninda
1871 ile 2099 arasinda olabilecegini gostermektedir. Dolayisiyla giin sayisini1 gosteren t
degiskeninin 1.28 degeri i¢in hastalanmis insanlara ait sonucun 1985 olan beklentisine
ait yaklasik %5.74 oraninda bir sapma gergeklesebilecegi ongoriilmektedir. Bu yorum
herhangi bir kompartimana ait sonucun herhangi bir andaki degeri i¢in benzer sekilde

yapilabilmektedir. Kompartimanlara ait beklenen degerlerin giiven araliklari i¢cinde elde
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ettikleri u¢ degerler asagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 4).

Tablo 4. (9) modelinin beklenen degerlerinin giiven araliklari i¢in u¢ degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
E(S®) £3/Var(S(t)) | 2722 0.95 2000 0
E(E®)) £3\/Var(E(t))| 47.68 20 2156 0.17
E(I®) £ 3\/Var((t) 200 0 2099 1.23
E(v(®) £3/Var(v(®)| 1.205 16.95 100 0
E(T(®)) £ 3/Var(T(®) 452 20 1831 3.54

3.2.5. Basiklik Katsayilari

(9) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢ézlimlerinin basiklik katsayilarina ait
grafikler asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 6).

Basiklik katsayis1 (Kurtosis) bir rastgele degiskenin dagilimin grafiginin seklinin
normal dagilimin grafigine goére daha sivri veya daha basik olmasimi belirten bir
kavramdir. Normal dagilimin basiklik katsayist (Excess Kurtosis) sifirdir. Basiklik
katsayisinin pozitif olmasi incelenen rastgele degiskenin dagiliminin daha sivri bir sekle
sahip oldugunu gosterirken, negatif olmasi ise daha basik oldugunu gostermektedir.
Basiklik katsayis1 bir X rastgele degiskeninin ortalamaya gore dordiincii momenti p, ve
varyanst o2 olmak iizere Kurt(X) = (u4/0%) — 3 olarak tammlanabilir (Nasirova vd.,

2009). Basiklik katsayist literatiirde u,/0* olarak da kullanilabilmektedir.
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Sekil 6. (9) modelinin basiklik katsayilari

(9) rastgele modelinin basiklik katsayilari i¢in elde edilen u¢ degerler asagidaki

tabloda belirtilmektedir (Tablo 5).

Tablo 5. (9) modelinin basiklik katsayilari i¢in u¢ degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Kurt(S(t)) 293.3 0.24 3.491 x 10° 0.01
Kurt(E(t))| 1.02 x 10* 20 1.589 x 108 0.01
Kurt(I(t))| 1.172x 10* 20 9.722 x 10° 0.01
Kurt(V(t)) 6448 6.14 2.281 x 1014 0.01
Kurt(T(t))| 5.007 x 10* 20 4.095 x 1015 0.01

Basiklik katsayilaria ait veriler incelendiginde tiim kompartimanlar igin elde
edilen rastgele sonuglarin basiklik katsayilarmin her t € [0,20] i¢in pozitif oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla rastgele sonuglarin dagilimlarinin normal dagilima oranla

daha sivri yapida olmasi beklenir.

3.2.6. Carpikhik Katsayilar

(9) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢dziimlerinin ¢arpiklik katsayilarina ait

grafikler asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 7).
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Sekil 7. (9) modelinin garpiklik katsayilari

Carpiklik katsayis1 (Skewness) bir rastgele degiskenin dagiliminin grafiginin
simetrik olmayisinin oOlgiisiidiir. Bir X rastgele degiskeninin ortalamaya gore iiglincii
momenti p5 ve standart sapmasi o olmak iizere Skew(X) = u3 /03 seklinde hesaplanir.
Normal dagilimin garpiklik katsayisi sifirdir. Carpiklik katsayisinin negatif olmasi
dagilimin sola carpik olmasi (soldaki kuyrugunun daha uzun olmasi), pozitif olmasi ise
dagilimin saga carpik olmasi (sagdaki kuyrugunun daha uzun olmasi) anlamina
gelmektedir (Nasirova vd., 2009). Carpiklik katsayilar1 i¢in elde edilen u¢ degerler
asagida verilmektedir (Tablo 6).

Carpiklik katsayilarmin u¢ degerleri incelendiginde bazi kompartimanlar igin
negatif ve pozitif degerlerin elde edilebildigi goriilmektedir. Dolayisiyla
kompartimanlarin sonuglarinin dagilimlarina ait yorumlama belirli noktalardaki ¢arpiklik

katsayilarinin degerlerinin incelenmesi ile yapilabilir.

Tablo 6. (9) modelinin ¢arpiklik katsayilari i¢in ug degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Skew(S(t)) 0.01115 0.01 1.055 0.29
Skew(E(t))| —0.2796 0.14 0.3743 2.01
Skew(I(t)) —0.1431 0.8 0.2305 20
Skew(V(t))  0.001643 0.01 0.4058 6.76
Skew(T(t))| —0.03141 2.62 0.2137 20
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3.3. Laplace Dagilima Sahip Parametreler ile Simiilasyon Sonugclar:

Bu boliimde (12) rastgele modelinin Monte Carlo simiilasyonlar1 kullanilarak

olusturulan bazi sayisal karakteristikleri ile ilgili sonuglar verilmektedir.

3.3.1. Beklenen Degerler

(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢dzlimlerinin beklenen degerlerine

ait grafikler asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 8).
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Sekil 8. (12) modelinin beklenen degerleri

(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢dziimlerinin beklenen degerlerine ait

elde edilen u¢ degerler asagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 7).

Tablo 7. (12) modelinin beklenen degerleri i¢in elde edilen ekstremum degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
E(S(t)) 3.414 0.93 2000 0
E(E(t) 68.1 20 2094 0.17
E((1)) 200 0 1985 1.25
EV () 1.598 20 100 0
E(T(t) 565.9 20 1688 3.51
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Tablo 7 ile Sekil 8 incelendiginde, 6zellikle de normal dagilima sahip parametreler
ile yapilan simiilasyon sonuglarinin beklenen degerleri i¢in olusturulan Tablo 1 ve Sekil

2 de g6z Oniinde bulundurulursa, benzer sonuglarin elde edildigin goriilmektedir. Ug

degerlere iligskin elde edilen veriler asagidaki tabloda karsilagtirilmaktadir (Tablo 8).

Tablo 8. Her iki dagilim i¢in beklenen degerlerin ug¢ degerleri ve zamanlari

Normal Dagilim Laplace Dagilim1

Minimum (Zaman) Maksimum Minimum (Zaman) Maksimum

(Zaman) (Zaman)

E(S(t))| 3.414(0.94) 2000 (0) 3.414 (0.93) 2000 (0)
E(E(t)) 68.05 (20) 2094 (0.17) 68.1 (20) 2094 (0.17)
E(I(t)) 200 (0) 1985 (1.28) 200 (0) 1985 (1.25)

EW (b)) 1.597 (20) 100 (0) 1.598 (20) 100 (0)
E(T(t)) 565.5 (20) 1688 (3.56) 565.9 (20) 1688 (3.51)

(9) ve (12) sistemleri ile farkli iki dagilima sahip rastgele parametreler igeren
SEIVT tipli modelin beklenen degerleri karsilastirildiginda sadece ug¢ noktalarin sayisal
degerleri degil ayn1 zamanda bu degerlerin elde edildigi t degerlerinin de ¢ok yakin bir
sekilde acgiga ¢iktig1r goriilmektedir. Grafiklerin de benzer kompartimanlar i¢in benzer
egriler icerdigi gosterilebilir. Buradan Laplace dagilimi ve Normal dagilima sahip
rastgele etkiler altinda El, Ayak, Agiz Hastaliginin yayilimina ait beklenen degerlerin ¢ok
benzer sekilde elde edildigi yorumu yapilir. Dolayisiyla hastalikla ilgili toplumdaki
dogum orani (b), asilanma orani (p), hastalik bulastirma katsayis1 (), dogal 6liim orani
(), donem donemi sonrast hasta olma orami (&), virlise maruz kalmis bireylerin
hastalanma yiizdesi (q), hastaliga bagh 6liim oran1 (d), tedavi orani (y), topluluktan
ayrilma orani (w) ve bagisiklig1 kaybetme oranlar1 (14, 7,) Laplace ve Normal dagilima
sahip bir sekilde dagilsalar bile hastaligin yayilimimin c¢ok farkli bir sekilde
gerceklesmeyecegi yorumu yapilir. Burada hastali§in yayilimina ait sonuglarin bu derece
benzer ¢ikmasinin bir nedeni olarak da rastgele parametrelerin dagilimlari i¢in kullanilan
beklenen deger ve standart sapmalarin benzer sekilde seg¢ilmis olmasi goz ardi
edilmemelidir. Kompartimanlarda yaganan artis ve azalmalarin yorumlar1 da Normal

dagilim i¢in yapilan yorumlarla ayni1 olacaktir.
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3.3.2. Varyanslar

(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimlerinin varyanslarina ait

grafikler agsagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 9).
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Sekil 9. (12) modelinin varyanslari

(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimlerinin varyanslarina ait elde

edilen ug degerler asagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 9).

Tablo 9. (12) modelinin varyanslari i¢in elde edilen ekstremum degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Var(S(t)) 0 0 1785 0.1
Var(E(t)) 0 0 2778 0.64
Var(I(t)) 0 0 3175 4.03
Var(V(t)) 0 0 2.343 1.63
Var(T(t)) 0 0 2281 3.26

Normal dagilima sahip parametreler ve Laplace dagilimina sahip parametrelerin

kullanildig1 durumlar i¢in varyanslara ait u¢ degerlerin de benzer sekilde elde edildigi

Tablo 2 ve Tablo 9 incelenerek goriilebilir. Sekil 3 ve Sekil 9 araciligi ile egrilerin de

benzer sekilde agiga ¢iktig1 goriilmektedir. Dolayisiyla varyanslar i¢in de, tipki beklenen

degerlerde oldugu gibi, kompartimanlara ait ayn1 yorumlar yapilacaktir. Burada ek olarak
1



standart sapmalar incelenmek istenirse, tanim geregi varyansin karekokii olarak
hesaplanan standart sapmalar i¢in de iki durumda hemen hemen ayni sonuglarin elde
edilebilecegi ongoriilmektedir. Buradan hastalik dinamiklerinin Normal ve Laplace
dagilimina gore dagilmalari durumunda deterministik sonuglara gére benzer anlarda

benzer degiskenliklerin yasanabilecegi yorumu yapilir.

3.3.3. Degisim Katsayilar:

(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimlerinin degisim katsayilarina
ait grafikler asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 10). (12) rastgele diferansiyel denklem
sisteminin ¢Oziimlerinin degisim katsayilarina ait elde edilen ug¢ degerler asagidaki

tabloda verilmektedir (Tablo 10).
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Sekil 10. (12) modelinin degisim katsayilari

Tablo 10. (12) modelinin degisim katsayilari igin elde edilen ekstremum degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
CV(S(t) 0 0 26.12 0.25
CV(E(t)) 0 0 9.987 20
cV (b)) 0 0 9.704 20
cV V(b)) 0 0 11.36 6.09
CV(T(t)) 0 0 6.721 20
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Degisim katsayis1 tanimi geregi bir rastgele degiskenin standart sapmasi ve
beklenen degeri kullanilarak hesaplanmaktadir. Bu nedenle Normal dagilim ve Laplace
dagilimina sahip rastgele etkiler altindaki modellerden elde edilen beklenen deger ve
varyans sonuclarinin benzer olmasi bu iki durum igin elde edilen degisim katsayilarinin
da benzer olmasi anlamina gelmektedir.

Degisim katsayilarinin ug¢ degerleri incelendiginde yalnizca S(t) degiskeninin en
yiksek degeri ile ilgili bir farklilik goze batmaktadir. Laplace dagilimina sahip
parametreler i¢in en yiiksek deger olarak t = 0.25 aninda %26.12 olarak elde edilen
maksimum degisim katsayist Normal dagilim i¢in t = 0.24 aninda %?24.55 olarak
bulunmustur. Bu iki deger arasindaki kayda deger bir fark olustugu goriilmektedir.
Standart sapma ve beklenen deger icin iki durum karsilastirildiginda 6nemsiz gibi
goriinen bu fark bu iki istatistigin oranlanmasi ile elde edilen degisim katsayisinda fark
edilecek boyuta gelmistir. Bu deger bize Laplace dagilimina sahip rastgele etkiler altinda
hastaliga duyarli insanlar ile ilgili sonuglarda Normal dagilima gore daha fazla
degiskenlik olabilecegini gostermektedir. Laplace dagilimina sahip rastgele etkiler
durumunda degisim katsayilarinin genel olarak daha yiiksek u¢ degerlere sahip oldugu

goriilse de bu fark yalnizca S kompartimani i¢in kayda deger bir sekilde aciga ¢ikmistir.

3.3.4. Giiven Araliklan

(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimlerinin beklenen degerlerinin
giiven araliklarina ait grafikler asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 11).
(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢ozlimlerinin beklenen degerlerinin

giiven araliklarina ait elde edilen ug degerler asagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 11).
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Sekil 11. (12) modelinin giiven araliklar

Tablo 11. (12) modelinin beklenen degerlerinin giiven araliklar1 i¢in ug degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
E(S()) £ 3\/Var(5(t)) 2.718 0.94 2000 0
E(E(®)) £ 3/Var(E(t)) 47.7 20 2156 0.17
E(I®®)) £ 3\/Var((t) 200 0 2100 1.22
E(v(t)) £3/Var(V(t))| 1205 17.9 100 0
E(T(®)) £3/Var(T(t))| 451.8 20 1831 3.5

Giiven araliklarinda Normal dagilima sahip duruma benzer sekilde iist sinirlar

tireli ¢izgi ile, alt araliklar ise nokta-tireli ¢izgiler ile gdsterilmistir. iki dagilim i¢in benzer
giiven araliklarinin olustugu tablolar (Tablo 4 ve Tablo 11) ve sekiller (Sekil 5 ve Sekil
11) karsilastirilarak da goriilebilmektedir. Normal dagilim i¢in I kompartimaninin
beklenen degeri t = 1.28 aninda 1985 iken bu degerin [1871,2099] araliginda
olabilecegi goriilmistii. Laplace dagilimma sahip rastgele etkiler altinda [
kompartimaninin beklenen degeri t = 1.28 aninda ayn1 sekilde 1985 iken bu degerin
[1869,2100] araliginda degisebilecegi goriilebilmektedir. Dolayisiyla genel durumda
benzer sonuclar elde edildigi gibi 6zel noktalarin da incelenmesi durumunda benzerligin

stirdligli sdylenebilir.
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3.3.5. Basiklik Katsayilar:

(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimlerinin basiklik katsayilarina

ait grafikler asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 12).
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Sekil 12. (12) modelinin basiklik katsayilar

(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢dziimlerinin basiklik katsayilarina

ait elde edilen u¢ degerler asagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 12).

Tablo 12. (12) modelinin basiklik katsayilar1 igin u¢ degerler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Kurt(S(t)) 248.3 0.24 3.459 x 10° 0.01
Kurt(E(t)) | 1.015 x 10* 20 1.579 x 108 0.01
Kurt(I(t)) | 1.139 x 10* 20 9.631 x 10° 0.01
Kurt(V(t)) 6086 6.18 2.297 x 1014 0.01
Kurt(T(t)) | 4.923 x 10* 20 4.113 x 1015 0.01

Basiklik katsayisi istatistigi bir rastgele degiskenin dagiliminin sekli ile ilgili

oldugundan, her ne kadar u¢ degerleri de 6nemli olsa bile, asil bakilacak nokta bu

istatistigin degerlerinin pozitif veya negatif olmasi1 durumudur. Bu duruma gére Laplace

dagilimina sahip rastgele etkiler altinda kompartimanlarin sonuglarinin dagilimlarimin
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sekillerinin yorumlanmasi yapilabilmektedir. Sonuglar incelendiginde Normal dagilima

sahip olan duruma benzer sekilde tim kompartimanlarin basiklik katsayilarinin pozitif

oldugu ve dolayistyla dagilimlarinin normal dagilima oranla daha sivri yapida oldugu

goriilmektedir.

3.3.6. Carpikhik Katsayilar:

(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢dziimlerinin garpiklik katsayilarina

ait grafikler asagidaki gibi elde edilmistir (Sekil 13).
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Sekil 13. (12) modelinin ¢arpiklik katsayilari

(12) rastgele diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimlerinin ¢arpiklik katsayilarina

ait elde edilen ug degerler asagidaki tabloda verilmektedir (Tablo 13).

Tablo 13. (12) modelinin ¢arpiklik katsayilari i¢in ug¢ degereler

Minimum Zaman Maksimum Zaman
Skew (S(t)) 0.02329 0.01 3.582 0.31
Skew (E(t)) —0.8137 0.15 1.009 2.06
Skew(I(t)) —0.3953 0.84 0.4539 20
Skew(V (1)) 0.009124 0.01 0.9969 6.79
Skew(T (1)) —0.1312 2.82 0.4986 20
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Basiklik katsayisina benzer sekilde c¢arpiklik katsayisi da sonuglarin
dagilimlarinin sekli ile iliskili oldugundan u¢ degerlerin sayisal biiyiikliikleri kadar
isaretleri de 6nemlidir. Normal dagilima gore Laplace dagilimina sahip durum i¢in ug
degerlerde bazi1 farkliliklar goziikse de carpiklik katsayilarinin isaretleri i¢in benzer
durumun olustugu goriilmektedir. Dolayisiyla her iki durum i¢in de kompartimanlarin
sonuglarinin  dagilimina iliskin sekil incelemesi yapildiginda benzer durumlarla

karsilasilmasi beklenebilir.
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4. BULGULAR

Bu tez ¢alismasinda El, Ayak, Agiz hastaliginin yayiliminin modellenmesi i¢in Tan
ve Cao tarafindan 2018 yilinda yayimlanan “The Dynamics and Optimal Control of a
Hand-Foot-Mouth Disease Model” isimli ¢aligmada yer alan SEIVT tipli kompartimanli
model (3) deterministik denklem sistemi olarak gosterilip bu denklem sistemi baz alinarak
El, Ayak, Agiz hastaliginin yayiliminin normal ve Laplace dagilimina sahip rastgele
etkiler altindaki davranislarinin incelenmesi yapilmistir.

Ancak kaynak calismada (3) denklem sisteminde f =, =5, ¥V =y1 = V2, d =
d, =d, ve I(t) = I,(t) + I,(t) kabul edilereck EV71 ve CVAI16 viriisleri bir arada
kullanilmistir. Bu durumda model (5) deterministik diferansiyel denklem sistemi halini
almistir.

El, Ayak, Agiz hastaliginin yayilimini modelleyen (5) denklem sistemindeki b, p,
B, u, w, nq, N2, @, d, y parametreleri normal dagilima sahip rastgele etkiler altinda b*,
p*, B, U, w*,ni, ny, af, d¥, y* rastgele parametrelerine doniistiiriilmiistiir. Bu rastgele
parametreler (5) denklem sisteminde yerine yazilarak hastaligin normal dagilima sahip
rastgele bilesenlerle yayilimini modellemek i¢in (8) denklem sistemi olusturulmustur.
Benzer sekilde (5) denklem sistemindeki b, p, B, u, w, n4, 1, @, d, y parametreleri
Laplace dagilima sahip rastgele etkiler altinda b**, p**, B**, u™*, @**, 1", 05", ™, d**,
y™* seklinde rastgele hale getirilerek bu parametreler yine (5) denklem sisteminde yerine
yazildiginda Laplace dagilima sahip rastgele bilesenlerle yayilimin1 modellemek igin
(11) ile verilen bir denklem sistemi elde edilmistir.

Oncelikle (8) ve (11) ile normal ve Laplace dagilimina sahip rastgele hale
doniistiiriilen bu iki modelin biitliniiyle karsilastirilmalarinin yapilabilmesi i¢in beklenen
degeri ve varyansi ayni olacak sekilde Laplace dagilimina sahip rastgele parametrelerin
standart sapmalarin1 gosteren t;,i = 1,10 degiskenleri icin diizenlemeler yapilmistir.
Calismada 6zel olarak b parametresi icin t; katsayis1 6rneklendirilmistir.

Normal dagilima sahip parametrelerin varyasyon sayisinin %5 oldugu kabul
edilerek olusturulan rastgele parametrelerin sayisal degerleri (8) denklem sisteminde
yerine yazilarak normal dagilima sahip rastgele etkiler i¢in son denklem sistemi (9) elde
edilmis olur. Benzer sekilde Laplace dagilima sahip parametrelerin standart sapmalarinin

normal dagilima sahip rastgele parametrelerin standart sapmalar1 ile ayni1 olmalar1 igin
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Laplace dagilimin rastgele parametrelerin degerleri hesaplanarak (11) denklem sistemine
yazilmasiyla (12) denklem sistemi olusur.

Normal ve Laplace dagilima sahip (9) ve (12) modellerindeki rastgele
parametrelerin olasilik yogunluk fonksiyonlarimin karsilastirilmasi ig¢in Sekil 1°de
grafikle 6rneklendirilme yapilmistir. Verilen grafikte farkli iki dagilima sahip rastgele b*
ve b** parametreleri i¢in inceleme mevcuttur. Aym sekilde diger parametreler icin de
benzer sekilde olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafikleri olusturulabilir.

Daha sonra (9) ve (12) normal ve Laplace dagilima sahip rastgele modellerinin
coziimlerinin Monte Carlo simiilasyon sonuglar1 kullanilarak beklenen degerler,
varyanslar, degisim katsayilari, beklenen degerler i¢cin 3 standart sapma kullanilan giiven
araliklari, basiklik katsayilar1 ve carpiklik katsayilar1 i¢in sayisal sonuglar elde edilmistir.
Bu iki dagilima sahip rastgele etkiler altindaki modelde biitiin karakteristiklerin ayr1 ayr1
sayisal analizleri yapilarak bunlar SEIVT tipli modelin her bir kompartimani i¢in grafikler
ve tablolar hazirlanarak incelenmistir. i1k olarak El, Ayak, Agiz hastaliginin yayilimimin
normal dagilima sahip rastgele parametreler altindaki modelinin karakteristiklerinin
zamana bagli u¢ noktalar1 incelenmistir. Benzer sekilde bu hastalik i¢in Laplace dagilima
sahip rastgele modelindeki parametrelerinin karakteristikleri de ayni sekilde incelenmis
olup bu iki farkli dagilimin sayisal sonuglari karsilastirilmistir. Bu iki dagilimin analizler

sonucunda birbiriyle uyumlu oldugu gézlemlenmistir.
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5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu ¢alismada El, Ayak, Agiz hastaliginin yayilimini incelemek igin literatiirdeki
Tan ve Cao, (2018)’in sistemi kullanilarak ilk kez SEIVT tipli rastgele diferansiyel
denklem sistemleri ile bir rastgele model olusturulmustur.

El, Ayak, Agiz hastaligi igin ilk kez farkli iki dagilima sahip rastgele etkiler
altindaki modeller kullanilarak bu dagilimlarin bu hastaligin yayilimi tizerindeki etkileri
arastirilmistir. Bu hastalik i¢in normal ve Laplace dagilimina sahip parametreler rastgele
hale getirilip sonrasinda bunlarin degerleri hesaplanmistir. Bu rastgele parametreler
kullanilarak elde edilen sonuglarin deterministik sonuclarla arasinda bir uyumun oldugu
gorilmiistiir.

Bu iki dagilim ile olusturulan rastgele modeller ve deterministik ¢aligmalarda elde
edilen sonuclara ilaveten hastaligin yayilimimin baz1 rastgele karakteristiklerini
tanimlayan sonuglar da ilk kez elde edilmistir. El, Ayak, Agiz hastaligi i¢in bu
karakteristiklerin - beklenen degerler, varyanslar, degisim katsayilari, beklenen degerler
icin 3 standart sapma kullanilan giiven araliklari, basiklik katsayilar1 ve c¢arpiklik
katsayilar1 - sonuglari her bir kompartiman igin ayr1 ayri incelenip grafik ve tablo
yardimiyla tek tek analizleri yapilarak irdelenmistir.

Yapilan ¢alismada ilk kez El, Ayak, Agiz hastaliginin yayiliminin rastgele etkiler
altindaki modeli incelendiginde kullanilan normal ve Laplace dagilimina sahip rastgele
modellerin deterministik modeldeki parametrelerle uyumlu oldugu ve bu iki dagilimin
sonuglarinin dagilimin yapisindan kaynaklanan kiigiik farkliliklar olsa da birbiriyle uyum
iginde oldugu goriilmiistiir.

Bu g¢alismada, SEIVT tipli deterministik diferansiyel denklem sisteminin
parametreleri Normal dagilim ve Laplace dagilimina sahip rastgele degiskenler haline
getirilerek bir inceleme yapilmstir.

Oncelikle normal ve Laplace dagilima sahip rastgele etkiler altindaki deterministik
modeldeki parametreler rastgele hale getirilerek %5 varyasyon katsayisi ile beklenen
deger ve varyans ayni olacak sekilde hesaplanip b = 2 alinarak bu dagilimlarin olasilik
yogunluk fonksiyonlarinin benzer davranig gosterdigi grafikte gozlenmistir (Sekil 1).
Diger parametrelerin de ayn1 davraniglar1 gdstermesi beklenmektedir.

El, Ayak, Agiz hastaliginin yayiliminin normal dagilima sahip rastgele etkiler

altindaki parametrelerle modelini veren (9) denklem sisteminin bazi karakteristikler igin
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sayisal sonuglarinin incelenmesi asagida verilmektedir.

Beklenen degerler icin yapilan incelemede S kompartimani i¢in beklenen degerinin
en biiytik degeri 2000, t = 0 zamaninda; en kiigiik degeri ise 3.414, t = 0.94 zamaninda
elde edildigi gozlemlenmistir. S kompartimaninin grafigi dikkate alindiginda hastaliga
duyarl kisilerin siirecin ilk zamanlarinda hizli olarak azalarak sifira yakin bir degerde
devam ettigi goriilmektedir. Varyanslarin sonuglari incelendiginde biitiin kompartimanlar
i¢in en kiigiik degerin, t = 0 aninda 0 oldugu gériilmektedir. Ornegin E kompartimaninin
varyansi i¢in en biiyiik deger t = 0.65 aninda 2757 olarak elde edilmistir. Tim
kompartimanlarin grafigi goz oniine alindiginda siirecin basinda bir artis yasanmis olup
sonlara dogru bir azalma oldugu gozlemlenmistir. Degisim katsayilar1 sonuglari
incelendiginde ise en kiigiik degerlerinin t = 0 aninda 0 oldugu goriilmektedir. Ozel
olarak I kompartimani i¢in maksimum degisim katsayisi t = 20 aninda 9.634 olarak elde
edilmistir. Bu durum gercek hayatta elde edilebilecek sonuglarin I kompartimani i¢in
beklentiden %9.634 daha farkli olabilecegi anlamini tasimaktadir. Bu karakteristigin
grafikleri incelendiginde degiskenlige ragmen E, I ve T kompartimanlarinda baslangicta
dalgalanmalar olup siirecin sonlarina dogru artis gostererek ¢ = 20 aninda maksimum
degere ulastig1 goriilmektedir. Burada 6nemli olan diger bir nokta ise rastgele
parametreler %5 degisim katsayisina sahipken kompartimanlarin degisim katsayilarinin
yaklagik olarak en yiiksek %25’e ulagsmasidir. Dolayisiyla S kompartimanindaki
sonuglarin beklenen degerden sapma olasiliginin diger kompartimanlara goére daha
yliksek oldugu sdylenebilir. Gliven araliklar1 sonuglari1 incelendiginde I kompartimani
icin t = 1.28 aninda beklenen en yliksek deger 1985°dir. Bu beklenti i¢in yaklasik %99
giiven araliklar1 incelendiginde beklenen degerint = 1.28 aninda 1871 ile 2099 arasinda
olabilecegini gostermektedir. Dolayisiyla ¢ = 1.28 degeri i¢in hastalanmis insanlara ait
sonucun 1985 olan beklentisine karsilik olarak yaklasik %5.74 oraninda bir sapma
olabilecegi kestirilebilmektedir. Basiklik katsayilar1 incelendiginde tiim kompartimanlar
t € [0,20] igin sonuglarin pozitif deger oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle rastgele etkiler
altindaki sonuglarin normal dagilima gore daha sivri olmasi beklenmektedir. Son olarak
carpiklik katsayilar1 i¢in ug degerleri incelendiginde ise baz1 kompartimanlar i¢in negatif
ve porzitif degerlerin oldugu goézlenmistir. Buna goére normal dagilim igin yapilan
simiilasyon sonuglarinin deterministik sonuglarla uyumlu oldugu ve hastaligin
yaytliminin rastgele davranisinin normal dagilim kullanilarak yapilmasinin uygun

olabilecegi goriilmektedir. 61



Hastaligin yayilimimin Laplace dagilima sahip rastgele etkiler altindaki
parametreler ile modelini veren (12) diferansiyel denklem sisteminin baz1 karakteristikler
icin sayisal sonuglariin incelenmesi ve bu sonuglarin normal dagilima sahip rastgele
etkiler altindaki parametrelerle ¢6ziimlerinin karsilagtirilmasi asagida verilmektedir.

Iki dagilim iginde SEIVT tipli modelin beklenen degerleri karsilastirildiginda
maksimum, minimum degerleri ve bu degerlerin elde edildigi zamanlar birbiri ile yakinlik
gostermektedir. Dolayisiyla grafikler de benzer egrileri gosterir. Bu hastaligin yayilimina
ait sonuclarin benzer ¢ikmasi iki dagilimda rastgele parametre i¢in kullanilan beklenen
deger ve standart sapmalarin benzer sekilde segilmesinden ileri gelmektedir. Varyanslar
ve giiven araliklari i¢in de, tipki beklenen degerlerde oldugu gibi, tiim kompartimanlara
ait sonuglar dikkate alindiginda ayni ifadeler kullanilacaktir. Degisim katsayilar
incelendiginde ise S kompartimanindaki Laplace dagilimina sahip rastgele parametreler
icin maksimum deger t = 0.25 aninda %26.12 iken normal dagilim i¢in t = 0.24 aninda
%?24.55 dir. Bu iki sonug arasinda kayda deger bir fark olugsmaktadir. Bu farkin dagilimin
yapisindan kaynaklandigi dngdriilmektedir. Basiklik katsayisi i¢in kompartimanlardaki
ug degerler farklilik gosterse de iki dagilim i¢in de sonuglarin pozitif oldugu goriilmiistiir.
Dolayisiyla normal dagilima gore daha sivri bir yapida oldugu sdylenebilir. Carpiklik
katsayisi i¢cin kompartimanlardaki u¢ degerler birbirinden fakli olsa da isaretlerinin ayni
oldugu gozlemlenmistir. Genel olarak Laplace dagilimim kullanimi diger sonuglarla
benzer davraniglar géstermistir.

Yukaridaki agiklamalara gore simiilasyon sonuglarinda kullanilan normal ve
Laplace dagilimlarinin sahip olduklar1 6zelliklerden kaynaklanan bazi kiigiik farkliliklar
olsa da iki sonug¢ setinin de birbiriyle uyum ig¢inde oldugu goriilmiistiir. Dolayisiyla
hastaligin yayilimi igin rastgele modelleme galigmasi i¢in bu iki dagilimdan herhangi

birinin kullanilmasi ¢ok fark yaratmayacaktir.
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6. ONERILER

Bu hastalik i¢in rastgele modellemenin farkli bir ¢esidi olan stokastik diferansiyel
denklemler kullanilarak stokastik bir model olusturulup alternatif bir modelleme
calismasi yapilabilir.

Normal ve Laplace dagilimi disinda baska dagilimlar kullanilarak da rastgele bir
modelleme yapilabilir. Kullanilacak olan farkli dagilim veya dagilimlar ile parametreler
rastgele hale getirilerek simiilasyon sonuglar1 analiz edilip bu sonuglar karsilastirilarak
dagilimlarin uyumlu olup olmadigina bakilabilir.

Bu hastalik icin bir salgin bolgesinde gerekli arastirmalar yapilarak rastgele hale
getirilecek parametrelerin gergek verileri yansitmasi saglanarak bir inceleme yapilabilir.

Literatiir taramasi yapilarak El, Ayak, Agiz hastaligi i¢in farkli deterministik
modeller incelenerek farkli dagilimlar ile farkli modeller rastgele hale getirilerek bir
inceleme yapilabilir.

Yapilan ¢alismada simiilasyon sonuglarinin sayisi arttirilarak hatanin daha aza
indirilmesi saglanip daha iyi sonugclar elde edilebilir.

Calismadaki rastgele modellerde ek sayisal karakteristiklerin sonuglar1 da

incelenerek katki saglanabilir.
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