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Diferansivel Denklemlerin Savisal Coziim Yontemleri Ders Notu Hakkinda

Merhaba,

Bu ders notu 2023 Giiz dsneminde RTEU Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinde yiiriitiilmiis olan “MAT443
Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Coziim Yontemleri” dersinin igerigine uygun olarak dgrencilerin faydalanmasi adina
hazirlanmistir. Ders kapsaminda kullanilan kaynaklar temel alinarak her baslikla ilgili igerik bir sayfaya sigacak sekilde
Ozetlenmeye calisilmis, derste ayrintili olarak ¢oziilen ornekler genelde sadece sonuglari ile verilmistir. Ders notunu
hazirlarken kullanilan kaynaklar son kisimda verilmistir.

Ders notu ile ilgili yazim-igerik-bilimsel vb. hatalar1 belirlemeniz durumunda zafer.bekiryazici@erdogan.edu.tr
adresinden bana iletirseniz memnun olurum. ilerleyen siirecte olasi hatalari diizeltilmesi ile bu notun daha kapsamli bir
sekil almasinit umuyorum.

Saygilarimla.

Dr. Zafer BEKIRYAZICI
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1. Diferansiyel Denklemler ile ilgili Temel Kavramlar

Tamm: Bir veya birden fazla “bagimsiz degisken”, bu bagimsiz degiskenlere bagli “bagimli degisken” ve bu bagimli
degiskenin tiirevleri ile bunlarin fonksiyonlarini iceren denklemlere diferansiyel denklem denir.

Tamm: Bir bagimsiz degisken ve be degiskene bagimli olan fonksiyonlar ile tiirevlerini iceren diferansiyel denklemlere
“adi diferansiyel denklem” denir.

Tamm: Diferansiyel denklem ile verilen denklemin mertebesi sayisindaki 6zel kosullar bagimsiz degiskenin tek bir
degerinde veriliyorsa bu problem bir “baslangi¢ deger problemi” olarak adlandirilir.

Tanmm: (t1,y;),(t2,¥,) € D ve 1 € [0,1] igin ((1 — Dty + Aty, (1 — D)y, + Ay, ) noktast da D’ye ait ise D © R?
kiimesine konveks bdlge denir.

Teorem: Bir konveks D c R? bolgesinde tanimli f(t,y) fonskiyonunu ele alalim. Her bir (t,y) € D igin
9]
EICRI B
kosulunu saglayan bir L > 0 sabiti varsa f fonksiyonu D bolgesinde L sabitiyle Lipschitz kosulunu saglar.
Teorem: D ={(t,y)la<t<bve— oo <y <o} ve f(t,y) fonksiyonu D bolgesinde siirekli olsun. Eger f, D
bolgesinde y degiskenine gore Lipschitz kosulunu sagliyorsa
y'(@®) =f(ty)ast<sby(a=a
baslangi¢ deger probleminin a < t < b igin tek ¢éziimii vardir.
Ornek: y' = 1 + tsin(ty),0 < t < 2,y(0) = 0 baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢oziimii oldugunu gosteriniz.
Coziim: f(t,y) = 1 + tsin(ty) fonksiyonu L = 4 Lipschitz sabiti ile Lipschitz kosulunu saglar:

26| = |5 1+ esin@)| = 16 cost)
olur. 0 <t < 21igin t? < 4 olur ve Vx € R i¢in |cos x| < 1 oldugu i¢in
0
ECIEE
elde edilir. Ayrica f(t,y) = 1+ tsin(ty) fonksiyonu 0 <t < 2, —oo < y < oo bolgesinde siireklidir. O halde bu
baslangi¢ deger probleminin D = {(¢t,y)|0 < t < 2, —00 < y < oo} tek bir ¢oziimil vardir.
Ornek: y' = ycost,0 <t <1,y(0) = 1 baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢ziimii oldugunu gosteriniz.

Coziim: f(t,y) = y cost fonksiyonu L = 1 Lipschitz sabiti ile Lipschitz kosulunu saglarve 0 <t < 1,—0o <y < o0

bolgesinde siirekli oldugu i¢in bu baglangi¢ deger probleminin tek bir ¢dziimii vardir.



2. Diferansivel Denklemler icin Serilerle Yaklasik Coziim Yontemleri

Taylor Serileriyle Coziim: y' = f(t,y),y(ty) = y, baslangic deger probleminin kesin ¢oziimii y(t) olsun. Bu
durumda y(t)’nin t = t, civarinda Taylor seri agilimi

(t —to)?

2' y6’+...

y(&) =yo + (t—to)yo +
seklindedir.
Eger yg, vg , ... degerleri biliniyorsa bu denklem y(t) i¢in bir kuvvet serisi verir.
Ornek: y' =t —y?,y(0) = 1 baslangic deger probleminin ¢oziimii olan y(t) i¢in Taylor serisi kullanarak y(0.1)
degeri dort ondalik haneye kadar incelenirse y(0.1) = 0.9138 bulunur.
Ornek: y"' — ty’ — y = 0 diferansiyel denklemi ile y(0) = 1,y’(0) = 0 baslangig sartlarindan olusan baslangic deger
problemi Taylor serileri yontemiyle incelenirse y(0.1) = 1.0050375 olarak elde edilir.
Ornek: Sabit dogum ve o6lim oranlarna sahip bir bakteri niifusunun zamana gore degisimi Z—: =kn ile
verilebilmektedir. Esitlikte k oranti sabiti ve n de niifusu temsil etmektedir. t = 0 anindaki bakteri niifusu 5000 olsun.
k = 0.5 ise t = 2 saat sonra niifus en fazla {iglincii mertebeden tiirev bilgisi ile y(2) = 13334 olarak elde edilir.
Not: Daha yiiksek mertebeli tiirev degerleri ile daha hassas sonug elde edilebilir.
Ornek: Taylor serisinde iiciincii mertebeye kadar tiirev kullanarak y’ = costsiny,y(0) = g baglangic deger

3
probleminin ¢oziimii y(t) = g +t— % + 0(t*) seklinde bulunur.

Ornek: y' = t? + y?,y(1) = 2.3 baslangi¢ deger probleminde y(1.1) = 3.1209 elde edilir.
Ornek: y' = —2ty?,y(0) = 1 baslangi¢ deger probleminde Taylor serisi yontemi ile en fazla dérdiincii mertebeden
terim kullanarak y(0.2) = 0.9615 bulunur.

Picard Yontemi: y' = f(t,y),y(ty) = yo seklinde verilen baslangic deger problemi integre edilirse y =y, +

) tto f(t,y) dt elde edilir. Bu denklem sag kisimda y yerine y, yazarak ardisik yaklagimlarla ¢oziilebilir. Oncelikle

t
yO® =yo+ | ft,y0)dt
to

yazilir. Bu sekilde ¢oziilen integral ile elde edilen y benzer sekilde integralde y yerine yazilir ve y® yaklasimi elde
edilir:

t
y® =y, +f f(t.y®)at
to
Benzer sekilde devam ederek y®), y® . y™=1 ve y(™ elde edilir:

t
y(n) = yO + f f(t'y(n—l)) dt'y(o) = yo
t

0

Bu yolla y, y@ _ y® yaklasgimlari dizisi elde edilir. Eger f(t,y) simrli ve (to,V,) civarinda bir L sabiti igin
Lipschitz kosulunu saghyor ise y(V, y@, ..., y™ dizisi baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiine yakinsar.
. 2
Ornek: y' =t + y?,y(0) = 1 baslangi¢ deger problemi igin Picard yénteminin ilk iki yaklagimi y) = % +t+1ve
2 3 4 5
y@ =14+t4+3Z 42 4 L4 L ceklindedir.
2 3 4 20
.
==

kadar Picard yontemi ile y(0.25) = 0.005, y(0.5) = 0.042, y(1.0) = 0.321 olarak bulunur.

Ornek: y ,¥(0) = 0 baslangi¢ deger problemi i¢in y(0.25), y(0.5) ve y(1.0) degerlerini ii¢ ondalik haneye

t2

. 2\ t“
Ornek: y' = ty,y(0) = 1 baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii Picard yontemiyle y™ = ¥'2_ % (%) = ez olur.
tZTL

Ornek: y' = 2t(1 + v),y(0) = 0 baslangi¢ deger problemi i¢in ¢ziim y™ = (Z?f’:o 7) —1=et" -1 seklindedir.



3. Euler Yontemi

Euler yontemi baslangi¢ deger problemleri i¢in en basit yaklasim teknigidir.
Bu yontemle iyi tanimlanmis

dy

It =f(ty),a<t<by(a)=«a
baglangi¢ deger problemine yaklagimlar elde etmek amaglanmaktadir.
Euler yontemi Taylor serisinin ilk iki terimini kullanir ve birinci mertebeden tiirevleri kapsar.
Kalan terim silinerek her bir i = 1,2, ..., N i¢in y(t;) = y; yaklasimlar1 olusturulur:

Yo = & Yi+1 = Yi + hf (t;, y0).
Ornek:y’ =y —t2 + 1,0 < t < 2,y(0) = 0.5 baslangi¢ deger probleminin t = 2 noktasindaki ¢dziimiinii elde etmek
icin Euler yontemini kullanun.
Coziim: y, = 0.5;y; = 1.25;y, = 2.25;y3 = 3.375;y, = 4.4375.
Ornek: y' =y —t?+ 1,0 < t < 2,y(0) = 0.5 baslangi¢ deger probleminin y(2) ¢dziimiinii Euler yonteminde N =
10 alarak belirleyin ve diigiim noktalarindaki degerleri
y(t) = (t + 1)? — 0.5¢¢

kesin ¢Oziimiiniin degerleri ile karsilagtirin.
Coziim: y, =0.5;y; =0.8,y, = 1.152,y; = 1.5504,y, = 1.98848,y; = 2.458176, y, = 2.9498112,y, =
3.4517734,yg = 3.9501281, yo = 4.4281538,y,¢ = 4.8647845.
Ornek: y' = —y+t+1,0 <t <1,y(0) = 1 baslangic deger probleminin y(1) yaklastk degerini N = 10 alarak
Euler yontemi ile belirleyin.

Coziim: v = 1,y; = 1,y, = 1.01,y5 = 1.029,y, = 1.0561, ..., yo = 1.28742,y;, = 1.348678.

Ornek: y' = %, y(1) = 0 baslangi¢ deger problemi i¢in y(1.2) ve y(1.4) degerlerini Euler yontemi ile bulunuz.

Coziim: yo = 0,y; = —0.4,y, = —0.6.

Teorem: f fonksiyonu siirekli ve D = {(t,y)|a <t < b ve — o0 < y < oo} bolgesinde L sabitiyle Lipschitz kogulunu
sagliyor olsun ve her t € [a, b] igin |y(”) (6)| £ M kosulunu saglayan bir M sabiti olsun. Burada y(t), y' = f(t,),a <
t < b,y(a) = a baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimidiir. yg, yy, ..., ¥y ise Euler yontemi tarafindan bir N pozitif

tamsayisi i¢in saglanan yaklagimlar olsun. Budurumda her bir i = 0,1,2, ..., N igin

hM
y(@) =yl < - [t — 1]

kosulu saglanir.
Ornek: y' =y —t2+1,0 <t < 2,y(0) = 0.5 baslangic deger problemini ele alalim. Bir énceki teoremden elde
edilen ifade ile hata i¢in bir sinir belirleyin ve bu sinir1 gercek hata ile karsilagtirin.

Coziim: € hata siirimi gostermek ilizere €y = 0,6, = 0.03752,¢€, = 0.08334,€3 = 0.13931,¢4 = 0.20767, €5 =
0.29117,€4 = 0.39315,€; = 0.51771,€5 = 0.66985, €9 = 0.85568,€;, = 1.08264.



4. Heun ve Orta-Nokta Yontemleri

Heun Yontemi: Baslangi¢ deger probleminin ¢dziimii i¢in “Gelistirilmis Euler” yontemi veya “Heun” yontemi olarak
bilinen bu teknik Euler yontemini temel alir.

Euler yonteminde tek noktadan elde edilen tahmini egim kullanilarak f(t;,1,V;4+1) €g8imi kullanilmaktadir. Heun
yOntemi bir sonraki adimda kullanilacak tahmini egimi hesaplamak i¢in 6nce J; ;1 ara degerini hesaplar ve bu ara degeri

de kullanarak f(t;;1,Vi+1) kullanilir. Burada h adim araligidir: t;,4 = t; + h.
Vivr =yi + hf (&, y)
h ~
Yirr = Yi + 5 [f 0y + ftire, Fisa)]

Ornek: y' = t? + y,y(0) = 1 baslangic deger problemi icin Heun yonteminde h = 0.5 alarak y(0.1) degeri y, =
1,y, = 1.0513,y, = 1.1053 olmak tizere y(0.1) = 1.1053 bulunur.

Ornek: y' = 2y + 3t,y(0) = 1 baslangic deger problemi i¢in Heun yonteminde h = 0.5 alarak y(1) degeri y, =
1,y; = 2.87,y, = 8.675 olmak iizere y(1) = 8.675 bulunur.

Ornek: y' =y —t? +1,y(0) = 0.5 baslangi¢ deger problemi i¢in Heun yonteminde h = 0.2 alarak y(0.2) degeri
vo = 0.5,y; = 0.826 olmak iizere y(0.2) = 0.826 bulunur.

Orta-Nokta Yontemi: Diger tek adim yontemler gibi y' = f(t,y), y(t,) = y, formundaki baslangi¢ deger problemini

sayisal olarak ¢6zmek icin kullanilan bir bagka yontem de Orta-Nokta yontemidir.
Orta-Nokta yontemi de benzer sekilde y(t;, ) egimine yaklagsmak i¢in t; + % noktasindaki egimin kullanilmasini temel

alir. Bu yontem bazi kaynaklarda modifiye Euler yontemi olarak da adlandirilir.

h
Vil =yt >ty

h
Yiv1 =Yi T hf (ti +§'yi+%)

Ornek: y' =1+ t? +y,y(0) = 1 baslangic deger probleminde h = 0.1 alarak Orta-Nokta yoéntemi ile y(0.1) ve
¥(0.2) degerleri hesaplanirsa y, = 1,y; = 1.2103,y, = 1.4446 elde edilir.

Ornek: y'=y—t2+1,0<t<2,9(0) = 0.5 baslangic deger probleminde h = 0.2 alarak y(0.2) ve y(0.4)
degerleri Orta-Nokta yontemi ile hesaplanirsa y, = 0.5,y; = 0.828,y, = 1.21136 olur.



5. Runge-Kutta Yontemleri

y' = f(t,y), f(ty) =y, baslangic deger probleminin n. adimdaki ¢6ziimii y,, i¢in y,,; sOyle belirlenecek olsun:
Yn+1 = Yn + akq + bky; kg = hf (t,, yn); ky = hf (t, + ah, y, + Bky). Burada a, b, @, B i¢in farkli se¢imler ile farkli
Runge-Kutta yontemleri elde edilir.

Omegina=p=1,a=b = % secimi yapilirsa klasik ikinci mertebe Runge-Kutta (Heun) yontemi elde edilir: k; =

hf (t i), ka = BE(t; + b y; + kh); Yigs = i+ (kg + kg),

t

Ornek: y' = 3e™t — 0.4y, y(0) = 5 baslangi¢ deger problemi icin ikinci mertebe Runge-Kutta yonteminde h = 1.5

alarak y(3.0) degeri y, = 5,y; = 4.302,y, = 2.808 seklinde belirlenir.

) : 2 3 3
Ralston Yontemi: y;,q = y; + (% ki + gkz) hky=f(t,yi) kya=f (tl- + Zh’ y; + ;k1h)

-t

Ornek: y' = 3e~t — 0.4y,y(0) = 5 baslangic deger problemi i¢in Ralston yénteminde h = 1.5 alarak y(3.0) degeri

Yo = 5,y; = 4.024,y, = 2.5847 olarak bulunur.

Orta-Nokta Yontemi: ;.1 = y; + kph, ky = f(t, ) kz = f (£ + 3 h,y; + 3 ksh)

Ornek: y' = 3e~¢ — 0.4y, y(0) = 5 baslangi¢ deger problemi igin Orta-Nokta yonteminde h = 1.5 alarak y(3.0) degeri
Yo = 5,, = 3.676,y, = 2.304 seklindedir.

Dordiincii_Mertebe Runge-Kutta Yontemi: y;,.; = y; + % (ki + 2k, + 2k3 + k,) seklindedir. Burada kq =

fltyD, ke = (6 + 50y +5ki) ks = f (6 + 30y + 3 k2 ), ka = F(t + h,y; + k) olur,
Ornek: y' =y — t,y(0) = 2 baslangi¢ deger probleminde y(0.1) degeri 2.2050 olarak bulunur.

Ornek: y' = 3e~t — 0.4y, y(0) = 5 baslangic deger probleminde y(3.0) degeri 2.759 olarak bulunur.
Ornek: y' = =2y + t + 4,y(0) = 1 baslangi¢ deger probleminde y(0.2) degeri 1.3472 olarak bulunur.
Ornek: y' = 37.5 — 3.5y, y(0) = 50 baslangic deger probleminde y(3.0) degeri 11455 olarak bulunur.

Ucgiincii mertebe Heun Yontemi: y;,; = y; + ih(’ﬁ + 3k3) seklindedir. Burada k; = f(¢t;,v;), k, = f (ti + g,yi +

h 2h 2h
Ornek: ¥’ = 10 — 3y,y(0) = 0 baslangi¢ deger probleminde iigiincii mertebe Heun ydntemi ile h = 0.2 kullanarak
v(0.2) degeri 1.52, y(0.4) degeri 2.35 olarak bulunur.



6. Runge-Kutta-Fehlberg Yontemi

Bir baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiinde elde edilecek dogrulugu garantilemenin bir yolu problemi h ve h/2 adim

boylari ile iki kez ¢6zmek ve diigiim noktalarinda sonuglari karsilagtirmaktir. Ancak bu yontem hem daha kii¢iik adim
boyu i¢in daha fazla hesap ylikii getirmesi hem de iki sonucun uygun olmamasi durumunda tekrar hesap gerektirdigi
icin pratikte zordur.

Bu problemin iistesinden gelmenin bir yolu Runge-Kutta-Fehlberg yontemidir. Bu yontem uygun adim boyu h’mn
kullanildigini belirlemek i¢in uygulanir.

Her adimda ¢6ziim icin iki farkli yaklasim elde edilir ve bu yaklasimlar karsilastirilir. Iki sonug birbiri ile uyumlu ise
yaklasim kabul edilir. ki sonug¢ daha 6nceden belirlenen bir dogruluk dlciisiine gore yakin degilse, adim boyu diisiiriiliir.
Beklenen dogruluktan belirgin miktarda iyi sonug elde edilirse adim boyu artirilir.

Her adim su degerler ile hesaplanir:
ky = hf(ty, y1),
1 1
k, = hf (tl- +Zhy+ Zkl),
3 3 9
ks = hf (64 Shoyi b ok + 55k
12 1932 7200 7296
ko =0t (ti T3 Yit o174 T 719772 2197 % )
3680 845
s = 105K
3544 1859 11
25652 Y 4104 " 20 5)'
Bu fonksiyonlar kullanilarak baglangi¢c deger problemine yaklagim:

25 1408 2197 1

Yirr = Vit orela Foseeks ¥ otk 5

ks = h (t Fhy+ 3 gk, +

1 8

ks

seklinde elde edilir. Daha iyi bir yaklagim ise:

16 6656 28561 9 2

Ziv1 = Vi T zeka Y oeae ks o emg ke ks TEgke

e

seklinde elde edilir. Yeni adim boyu ve istenen dogruluk pay1 belirlenecek ¢ toleransina gore g ~ 0.84 (L)

1Zir1=Yisal
esitligi ile elde edilir. Genelde n = 4 kullanilir.
Ormek: y' =y —t?+1,y(0) = 0.5 baslangic deger problemine & = 10~° tolerans kullanarak h adim boyu
(0.01,0.25) arasinda olacak sekilde Runge-Kutta-Fehlberg yontemi ile ¢oziim bulunuz.
Coziim: k; = 0.375,k, = 0.3974609, k; = 0.4095383,k, = 0.4584971, ks = 0.4658452, ks = 0.4204789 olur.
7z, = 0.9204870,y; = 0.9204886 olur. y; yaklagimi kabul edilir.



7. Cok Adim Yontemleri

Bir sonraki diigiim noktasindaki yaklasim i¢in daha dnceki diigiim noktalarindan birden fazlasini kullanan y6ntemlere

cok adim yontemleri denir. Bu yontemler ikiye ayrilir.

y' = f(t,y),y(a) = a baslangi¢ deger probleminin t;,; digiim noktasindaki y;,, yaklagik ¢oziimiinii bulmak i¢in
Yir1r = Qmo1Yi + Gm2Yi1 + -+ QVig1-m + hbmf i1, Vigr) + bt f €0y + -+ + bof (Civ1-mo Vie1-m)]
seklinde bir fark denklemi vardir. b, = 0 ise yontem acik (explicit) olarak adlandirilir. b,, # 0 ise yontem kapali

(implicit) olarak adlandirilir.

Kapali yontemler genellikle agik yontemlere gére daha az hata icerirler. Ancak kapali bir yontemin uygulanmast igin
genellikle bir denklemin ¢oziilmesi gereklidir. Bu her zaman miimkiin degildir ve miimkiin oldugunda bile ¢6zliim tek
olmayabilir.

Adams-Bashforth (AB) Acik Yontemleri:

P . . h
L AB Iki Adim Yontemi: yo = @, y1 = @1, Y141 = yi + 5 [3f (¢, 1) — f(ti-1, ¥i-1)]

. . . h
IL. AB Ug Adim Yontemi: yo = @, y1 = @1,¥2 = @2, Yi+1 = ¥i + 35 [23f (0, ¥1) = 16f (-1, ¥i-1) + 5f (ti—2, ¥i-2)]

III. AB Dort Adim Yontemi: yg = @,y = @1,V, = A3, V3 = A3,

h
Yirr = Vit 5y [55f(ts, ¥i) — 59f (ti—1,¥i—1) + 37f (ti—2, ¥i—2) — 9f (ti—3,¥i-3)]

IV. AB Bes Adim Yontemi: yg = a,y; = a4, V2 = Q3,V3 = Q3,V4 = Uy,

h
Yiv1 =Yi + 120 [1901f(t;,y;) — 2774f (ti—1,Yi—1) + 2616f (ti_3, ¥i—2) — 1274f (t;_3,¥i—3) + 251f (t;_4, Vi-a)]

Ornek: y' =y —t2 +1,y(0) = 0.5 b.dp. icin h = 0.2 ile y, = 0.8292933, y, = 1.2140762, y; = 1.6489220
verilmigtir. D6rt adim AB yontemi ile y(0.8) = 2.1272892 ve y(1.0) = 2.6410533 bulunur.

Ornek: y' =1+ %,y(l) = 2 b.d.p.ini iki ve ii¢ adim AB yo6ntemlerinde h = 0.2 kullanarak inceleyiniz. Gereken
degerlerin hesaplanmasinda y(t) = tInt + 2t kesin ¢6zliimiinii kullaniniz.

Cozim: y, =2,y; = 2.6188,y, = 3.2735,y; = 3.9567,y, = 4.6647,y5 = 53949 (2-adim AB) y,=2,y; =
2.6188,y, = 3.2711,y; = 3.9515,y, = 4.6570,y5 = 5.3849 (3-adim AB).

Adams-Moulton (AM) Kapah Yoéntemleri:

. L h
L AM Iki Adim Yontemi: yo = @, y1 = @1, Yi+1 = ¥i + 35 [5f (i1, Visn) + 8f (6, yi) — f(ti-1, yi-1)]

II. AM Ug Adim Yontemi: y, = a,y; = a1,V, = Qy,

h
Yier =Yit oy [9f (i1, Yier) + 19f (ti, ¥:) — 5f (ticq, ¥i—1) + f(ti—2, ¥i—2)]

III. AM Dort Adim Yontemi: yg = @,y = @q,Y2 = 03,Y3 = a3,

h
YViv1 =Yi + 720 [251f (tis1,Yir1) + 6461 (t;, y;) — 264f (ti—1,yi—1) + 106f (ti—2, ¥i—2) — 19f (ti—3,¥i-3)]

Ornek: y' =y —t2 + 1,y(0) = 0.5b.d.p. i¢in h = 0.2 ile AM iki adim ydntemini kullanarak ¢éziiliir ve eksik degerler
y(t) = (t + 1)? — 0.5e" kesin ¢dziimii ile incelenirse y, = 0.5,y; = 0.8293,y, = 1.2140 olur.

Omek:y' =1+ (t —y)%,v(2) = 1 b.d.p. h = 0.1 ve 2-adim AB yéntemi ile incelenirse, bilinmeyen degerleri y(t) =
t +1L_t kesin ¢oziimi ile bulmak {iizere y,=1,y; = 1.1909,y, = 1.2649,y; = 1.5282,y, = 1.6827,y5 =
1.8301,y, = 1.9717,y, = 2.1084, y5 = 2.2412, yo = 2.3705,y,, = 2.4970 bulunur.



8. Deneme-Diizeltme Yontemleri I: Giris

Adams-Moulton gibi kapali yontemlerin tek basina kullanilmasi her adimda iteratif bir yontemin kullanilmasini
gerektirir.

Alternatif bir yaklagim ise bir agik yontemi kullanarak elde edilen tahmini bir deger (deneme) kullanma suretiyle, kapal
yontem aracilig ile ilgili yaklasimi (diizeltme) elde etmektir.

Boylece kapali yontemin dezavantaji olan yaklagimin belirlenmesi problemi ¢oziilerek yontemin avantajlarindan
faydalanma sansi olur.

Basit bir deneme- diizeltme semas: igin agik yontem olarak Euler yontemi ve kapali yontem olarak yamuk kurali
agagidaki gibi kullanilabilir. y' = f(t,y), y(ty) = y, baslangi¢ deger problemi h adim boyu ile ele alinsin.

o llk olarak eldeki y; degerinden baslanarak, deneme yontemi (bu 6rnekte Euler) ile tahminci ¥;,, degeri
elde edilir: ;.1 = y; + hf (t;, vi).

o lkinci olarak diizeltme adiminda tahminci ¥;,; degeri diizeltme ydntem ile (bu drnekte yamuk kuralr)
kullanilarak y;,, degeri elde edilir: y;41 = y; + %h[f (ti, yi) + f(tiz1, ¥i+1)]. Elde edilen deger bir
sonraki adim olarak kullanilir.

o Elde edilen y;,, degeri kullanilarak hesap sonraki adimlarla devam ettirilir.

Ornek: y’' =t + y,y(0) = 3 b.d.p.de h = 0.05 kullanarak Euler yontemi ve yamuk kuralindan olusan deneme diizeltme

semasi ile y(0.05) ve y(0.1) degerleri y; = 3.15,y; = 3.155, %, = 3.31525,y, = 3.320506 olur.

1

Ornek:y' = Ty y(0) = 1 b.d.p.de h = 0.25 kullanarak Euler yontemi ve yamuk kuralindan olusan deneme diizeltme

semast ile y(0.25) ve y(0.5) degerleri ¥y, = 1.125,y; = 1.117672,3, = 1.228823,y, = 1.223049 seklinde
belirlenir.

Ornek: y' =—tan(y),y(1),h =02 ile aym yontem uygulamrsa 3; = 0.688518,y, = 0.761974,5, =
0.571131,y, = 0.602296 bulunur.

Not: Burada verilen Euler-Yamuk kurali kombinasyonu Heun yontemini vermektedir. Dolayisiyla Heun yontemi hem

Runge-Kutta yontemleri ailesine hem de deneme-diizeltme yontemleri semasina dahildir.
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9. Deneme-Diizeltme Yontemleri II: Cok Adim Yaklasimlar:

Cok adimli deneme-diizeltme tipinden olan Milne yonteminde tahmin edici olarak Milne yontemi, diizeltici olarak ise

Simpson formiilii kullanilir.
. 4h
YVit1 =Yi-z + 3 (2f (ticay Vie2) — f (b1, ¥ic1) + 2F (81, 4))

Yi+1 = Yi-1 + g (f(tisr, Firr) + 4 (o) + f(tim, ¥ic1)).
Ornek: y' =1+ y2,y(0) = 0 b.d.p. icin y(0.2) = 0.2027,y(0.4) = 0.4228 ve y(0.6) = 0.6841 degerleri verilmis
ise h = 0.2 adim boyu ile Milne yontemini kullanarak y(0.8) degerini hesaplayiniz.
Cozim: ¥, = 1.0239,y, = 1.0294.
Ornek: y' = t2 + y%2 — 2,y(—0.1) = —1.09 b.d.p. i¢in y(0) = 1,¥(0.1) = 0.89,y(0.2) = 0.7605 degerleri verilmis
ise h = 0.1 adim boyu ile Milne yontemini kullanarak y(0.3) degerini hesaplayiniz.
Cozim: ¥, = 0.614616,y, = 0.614776.
Ornek: vy’ = ty +t,y(0) = 0 b.d.p. igin y(0.2) = 0.02,y(0.4) = 0.0828,y(0.6) = 0.1963 degerleri verilmis ise h =
0.2 adim boyu ile Milne yontemini kullanarak y(0.8) degerini hesaplayiniz.
Cozim: ¥, = 0.3762,y, = 0.3767.

Uciincii mertebe Adams-Bashforth-Moulton Y6ntemi:

B h
Visr =y + E(23f(ti'yi) —16f (t;—1,¥i-1) + 5f (ti—2,¥i-2))

h
Yis1 =Yi + E(Sf(ti+1v3~’i+1) +8f (¢, y1) — f(ti—1, ¥i-1))-

Milne yontemi her zaman kararli olmayabilir. Bu yontemin kararli hali Hamming yontemi olarak adlandirilir:

i 4h
Yir1 =Vi-s + 3 (2f (ti—2,Yi-2) = f (b1, ¥i-1) + 2F (80, 01))

9Yi = Yi-2 | 3h N
Vier = % + ?(f(ti+1’yi+1) +2f (¢, y1) — f(tim1,Yi-1))-

Adams-Bashforth-Moulton Yontemi:

B h
Jisr =yi + ﬁ(55f(ti'}’i) — 59f (ti—1,Yi-1) + 37f (ti—2, Vi—2) — 9f (ti=3,¥i—3))

h
Yiv1 =Yi + ﬁ(gf(tHlijl) + 197 (¢, ¥i) — 5f (ti1, Vie1) + f (ti2, ¥i-2)).

Orek: y' =y —t2 +1,y(0) = 0.5 b.d.p. igin h = 0.2 adim boyu kullanarak y(0.8) ve y(1.0) degerlerini Adams-
Bashforth-Moulton yontemi ile belirleyiniz. Baslangi¢ ig¢in y(0.2) = 0.8292933,y(0.4) = 1.2140762 ve y(0.6) =
1.6489220 verildigini kabul ediniz.

Coziim: 7, = 2.1272892,y, = 2.1272056, js = 2.6409314, ys = 2.6408286.
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10. Yiiksek Mertebe Tavlor Yontemi

y' =f(t,y),a<t<b,y(a) = a baslangi¢ deger probleminin sayisal olarak incelenmesinde kullanilan en basit
yontemlerden biri olan Euler yontemi Taylor agiliminda yalmizca belirli sayida terimin kullanmilmasiyla elde
edilmektedir.

Taylor agiliminda daha yiiksek mertebeden tiirev iceren terimlerin de kullanilmasiyla daha yiliksek mertebeden bir
iterasyon semasinin elde edilmesi miimkiindiir.

y' = f(t,y) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii olan y(t) fonksiyonunun bir t; € [a, b] noktasi civarinda Taylor serisine

acilmasi ve t; 4 noktasindaki degerinin incelenmesi i¢in h = t; 1 — t; oldugundan

h2 h3
¥(tis1) = (8 + hy' (6) + 57" (6) + 57" (0 + -

yazilir. Burada y' = f(t,y) oldugu i¢in bir &; € (t;,t;441) igin

n+1

(n+1)!

h? h™
y(tivr) = (&) + hf (t, y(&)) + Zf,(ti'}’(ti)) + -+ Ef(n_l)(ti;t(ti)) + FMELy(ED)

elde edilir.
h"~

n!

1
£ D (e, y(8))

h h?
T (6, y(t)) = f(to y(t)) + zf’(ti'}’(ti)) + ﬁf”(tiryai)) +t

denirse Taylor agilimi

n+1

(n+1)!

Y(tiv1) = y(t) + RT® (¢, y(t)) + F™ELy(ED)

halini alir.
Bu durumda n. mertebe Taylor yontemi, kalan terim olmadan

Y(tiv1) = y(&) + AT (8, y(t)),i = 0,1,..,N -1
seklinde ifade edilir.
Burada n = 1 i¢in Euler yontemi elde edilecektir.
Omek:y' =y —t2+ 1,0 < t < 2,y(0) = 0.5 baslangi¢ deger problemini A = 0.2 adim boyu ile ikinci mertebe Taylor
yontemini kullanarak inceleyeniz.
Coziim: Sonuglar y; = 0.8300,y, = 1.2158,y; = 1.6521,y, = 2.1324,y5; = 2.6487,y, = 3.1914,y, = 3.7487,
vg = 4.3062,y9 = 4.8464 ve y(2) = y,, = 5.3478 seklindedir.
Ornek: y' =y —t? +1,0 <t < 2,y(0) = 0.5 baslangi¢c deger problemini h = 0.2 adim boyu ile dordiincii mertebe
Taylor yontemini kullanarak inceleyeniz.
Coziim: Sonuglar y; = 0.8293,y, = 1.2141,y; = 1.6490,y, = 2.1273,y5; = 2.6409,y, = 3.1800,y, = 3.7325,
vg = 4.2836,y9 = 4.8153 ve y(2) = y;o = 5.3056 seklindedir.
Ornek: y' = —2yt2,y(0) = 1 baslangi¢ deger problemini h = 0.2 adim boyu ile dordiincii mertebe Taylor yontemini
kullanarak inceleyeniz.
Coziim: Sonuglar y; = 0.9615,y, = 0.8624,y; = 0.7356,y, = 0.6100,y5; = 0.5001 olarak elde edilir.
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11. Denklem Sistemleri ve Yiiksek Mertebe Diferansivel Denklemler

Birinci mertebe diferansiyel denklemlerden olusan bir denklem sistemi a < t < b i¢in

dy, dy, dy,
e [t Y1, Y2, ---.ym),g = 26, Y1 Y2) 00 Ym)) d—;” = fin (6, Y1, Y20 s Ym)

seklinde verilmis olsun. Bu denklem sisteminde t bagimsiz degiskenine baglh y;, ..., y, degiskenlerinin degisimleri
fi, -, fn fonksiyonlari ile gosterilmektedir. Baslangig i¢in ise y; (a) = ay, ..., ym (@) = a,y, Vverilir.
Bu sistem, her bir denklemin eszamanli olarak ayr1 ayr1 ele alinmasi ile daha 6nce gosterilen yontemler ile ele alinabilir.
Sistemin y1 = fi(t, ¥, V2, <, Vi)s 00 Ym = fn (& V1, Vo s Ym), Y1(@) = &4, .., Y (@) = @, seklinde yazilabiliyor
olmasi ile, 6rnegin Euler yontemi asagidaki gibi uygulanir.

Yiivr = Y1i 1 (o Yoo Yai oo Ymi)s oo Ymiet = Ymi + Win (80 V1,0 V20 o0 Ymii)
Runge-Kutta yontemi ise bu denklem sistemine sdyle genellestirilir: N > 0 tamsayisi i¢in h = (b — a)/N olsun. [a, b]
araligim N adet alt araliga bolen diigiim noktalar1 t; = a + jh,j = 0,1, ..., N olsun.j =0,1,..,Nvei=0,1,..,migin
Vi (tj) degerine yapilan yaklasim w; ; ile gosterilsin. Yani w; ; denklem sisteminin i-inci bileseni y; (t) nin j-inci diigiim
noktast t;’deki degerine yaklagimi gosterir. Baslangi¢ kosullar i¢in wy g = a1, w9 = @y, ..., Wi g = &y, alinsin.
W1, j, Wo j, .., Wpy j degerleri hesaplanmis olsun. wy jyq, Wy ji1, ..., Wiy j41 i6in Oncelikle

kl,i = hfi(tjlwl,jﬁWZ,jﬁ ...,Wm’j),l' = 1,2, e, M

h 1 1 1
kZ,i = h’fl (t] +E,W1,j +Ek1,1,W2J‘ +§k1'2, ...,Wm’j +Ek1'm>,i == 1,2,...,m

h 1 1 1
k3‘i = hﬁ (t] +Z,W1'j + Ekzll,WZ’j +Ek2’2, ...,Wm'j +Ek2’m>,i = 1,2, e, m

kyi =hfi(tj+hwyj+ks,wyj+ksg oWnj+ksm)i=12..m
hesaplanir ve sonrasinda da iterasyon asagidaki gibidir: w; j, 1 = w;j + % (kl,i + 2ky; + 2k3; + k4_i),i =12,...m
Orek: y; = —4y; + 3y, + 6,y,(0) =0 ve y}, = 0.6y; — 0.2y,,y,(0) = 0 denklem sistemi RK4 ile incelenirse
ki1 =0.6,k;, =0.36,k,; = 0.534,k,, = 0.3168,k3, = 0.54072,k3, = 0.321264,k, 1 = 0.4800912,k,, =
0.2162844 kullanilarak wy ; = 0.5382552 ve w, ; = 0.3196263 olur.
x'(t) = x —0.03xy,y'(t) = —0.4y + 0.01xy,x(0) = 15,y(0) = 15 sistemi h = 0.1 igin Euler yontemi ile
incelenirse x; = 15.825,y; = 14.625,x, = 16.713,y, = 14.271 bulunur.
Yiiksek mertebeden denklemler ise degisken doniisiimii ile birinci mertebe denklem sistemleri haline getirilerek
incelenir. Ornegin ikinci mertebe bir sistem, z = y’ degisken déniisiimii ile y”’ = z’ olacagindan

v =z=f(ty2),y" = f2(t,y2)
sistemine doniistiiriilerek incelenebilir.
Genel durumda y™(t) = f(t,y,y’, ., y™ V),a <t < b formundaki bir m. mertebe diferansiyel denklemini
y(@) = a,y'(@) = ay, ..., y™ Y (a) = a,, baslangi¢ kosullar1 ile (1) denklem sistemine déniistiiriilebilir. u} = y’ =
Up Uy =Y =Us, e, Uy =Yy D =y ve up =y™ =£(t,y,y,...y™Y) = f(t,uy,uy, ..., uy)  birinci
mertebe sistemi elde edilir. Burada u; (a) = y(a) = a;,u,(a) = y'(a) = ay, ..., Uy (a) = y™ Y (a) = a,, olur.
Ornek: y"" +y' = sin(ty),y(0) = 1,y'(0) = 2 baslangig deger problemini h = 0.5 kullanilarak Euler yontemi ile
incelenirse y; = 2,y, = 2.5,y; = 2.9604,y, = 3.3402,y; = 3.2893 bulunur.
Ornek: y"” + 10y’ + 4y = cost,y(0) = —1,y'(0) = 0 b.d.p. i¢in h = 0.1 ve Euler yontemi ile y; = —0.9001 olur.
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