OLASILIK

Ders Ozetleri — 2022 Giiz



Icerik
Icindekiler
(T34 1 ST P PR SURR PO 2
1. Temel Olasihk Kavramlar: ve Sayma Yontemleri..............ccoooiiiiiiii e 3
2. Olasiligin Tanimi ve Olastlik AKSIYONIATT...........ccooiiiiiiiiii e 4
3. Kosullu Olasilik, Parcalanis, Toplam Olasilik ve Bagimsiz Olaylar ................ccccoooiiiiiiiiieeeees 5
4, [ F 1Y LT =0 =] 1 o PSSRSO 6
5. Rastgele Degiskenler ve Olasilik Dagilimlart ... 7
6. Cok Boyutlu Rastgele DeGiSKenIer ..................ccoooiiiiiiiiiiii e 8
7. Rastgele Degiskenlerin Sayisal Ozellikleri — I: BeKlenen DeSer .................c..cccoovveurieiierenessiessesesess o, 9
8. Rastgele Degiskenlerin Sayisal Ozellikleri — 11: Varyans ve KOVaryans............ccc.coceveveuevenevesiesseesesessnenns 10
9.  Rastgele Degiskenlerin Sayisal Ozellikleri — 111: MOMENEIET .............c..cceviiiereiiieiceieeee s 11
10. Bazi Olasilik Dagilimlar: — I: Kesikli Dagilimlar ................ccocoiiiiiiii e 12
11. Baz Olasilik Dagilimlar: — I1: Siirekli Dagilimlar ...............cocooiiiiiiii e 13
KCAYNAKIAK ...ttt h b h b bbb b e R e e R e R £ Rt bt e Rt bt bbbt R bbb 14

Olasilik Ders Notu Hakkinda

Merhaba,

Bu ders notu 2022 Giiz déneminde RTEU Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinde yiiriitiilmiis olan “MAT407
Olasilik” dersinin icerigine uygun olarak dgrencilerin faydalanmasi adina hazirlanmistir. Ders kapsaminda kullanilan
kaynaklar temel alinarak her baglikla ilgili i¢erik bir sayfaya sigacak sekilde 6zetlenmeye calisilmis, derste ayrintili olarak
¢oziilen ornekler genelde sadece sonuglari ile verilmistir. Ders notunu hazirlarken kullanilan kaynaklar son kisimda
verilmistir.

Ders notu ile ilgili yazim-igerik-bilimsel vb. hatalar1 belirlemeniz durumunda zafer.bekiryazici@erdogan.edu.tr
adresinden bana iletirseniz memnun olurum. ilerleyen siiregte olasi hatalarm diizeltilmesi ile bu notun daha kapsamli bir
sekil almasii umuyorum.

Saygilarimla.

Dr. Zafer BEKIRYAZICI


mailto:zafer.bekiryazici@erdogan.edu.tr

1. Temel Olasihik Kavramlari ve Sayma Yontemleri

Bir deneyin sonucu deneyden once kesin bir sekilde belirlenemiyorsa bu deney “stokastik deney” olarak
adlandirilir. Ornek olarak bir madeni paranin veya bir zarin atilmasi1 deneyleri verilebilir.

Bir stokastik deneyin olusabilecek tiim sonuclarmin kiimesine “Ornek Uzay” denir. Ornegin zar atma
deneyinde 6rnek uzay Q = {1,2,3,4,5,6} seklindedir.

Ornek uzayin her elemani bir “basit olay”, her alt kiimesi bir “olay” olarak adlandirilir. Olasilik teorisindeki
olay kavrami kiimeler teorisindeki kiime kavramina karsilik gelir. Ornegin evrensel kiime (E) = kesin olay,
bos kiime (@) = imkansiz olay vb. Olaylarin incelenmesinde de kiime islemleri kullanilir.

Ormnegin bir zar atma deneyinde A olay1 ve B olay1 verilsin. Bu iki olayin ayn1 anda gerceklesmesi kesisim,
birinin ya da digerinin gerceklesmesi birlesim, birinin gerceklesip digerinin ger¢ceklesmemesi kiime farki ve
olayin birinin tersinin gergeklesmesi tiimleyen islemleri ile incelenir.

De Morgan kurallar1 ve birden fazla kiime iizerinde kiime islemleri de olay incelenmesinde kullanilir.

Iki islem ele alnsin. Bu islemler ayrik iken ilk islem N; farkli sekilde ikinci islem N, farkli sekilde
gerceklesiyorsa bu islemlerin biri veya digeri N; + N, farkli sekilde gergeklesir. Ayrik olmamalari durumunda
ise iki islem birlikte N;. N, farkli sekilde yapilir.

Uygun durum sayis1 hesaplanirken olasi tiim durumlarin sayisindan uygun olmayan durumlarin sayisi
cikarilarak da hesap yapilabilir.

n nesnenin bir grubundan bir defada alinan r nesnenin bir siralanmasina bu nesnelerin bir permiitasyonu denir:
B, =n!/(n—r1)!

n nesnenin dairesel permiitasyonu (n — 1)!, n nesne iginde n, tanesi birbiriyle ayni, ..., n; tanesi birbiriyle
ayni elamanlar varsa tekrarli permiitasyon n!/(n,! ... n;!) olur.

n nesne i¢inden bir defada r tanesinin diizenleme olmaksizin se¢ilmesine bu nesnelerin bir kombinasyonu
denir: C,, = n!/r!(n —r)!

Kombinasyon secilen r nesnenin siralanmalarini icermediginden permiitasyon ile kombinasyon arasinda bu r
nesnenin siralanmalarmin sayisi olan r! kadar bir fark vardir: P, = r! C,, ;.

Cor = Con—rs Cov1r = Cppo1 + Gy Cpo + Gy + 0 4+ Gy = 27

Ornegin A = {a, b, ¢, d} kiimesi i¢in 3’1ii kombinasyonlarin sayis1 C, 3 = 4 iken 3’lii permiitasyonlarin sayisi
P,3 = 24 olur.

Bir A kiimesindeki n farkli 6genin A, ’de r; 6ge, A, de r, Gge, ..., Ay’da ry Oge (1; + -+ + 1, = n) olacak
sekilde sirali parcalanmalarinin sayist n!/(ry!..7!) iken sirasiz pargalanmalarinin sayisi gruplarin
siralamalar1 g6z Oniine alinmadan yapilir.

Ornegin 12 &grenci 4’erli gruplara 12!/(4!4!4!) = 34650 farkli siralama ile ayrilabilirken siralama
gdzetmeksizin ayrilislarin sayisi bu sayinim 3! Ile béliinmesi sonucu 34650/3! = 5775 olur.
Binom Teoremi: n € Z* i¢in (a 4+ b)" = Cpoa™ + Cp1a™ b+ -+ Cpp_1ab™ t + Cp o™

Ormnegin (2x — 3y)°® ifadesinin aciliminda x3y3 terimi —4320x3y3 olarak gelmektedir.
y y



2. Olasihigin Tanim ve Olasiik Aksiyonlari

Bir deney esit olasilikli N farkli sonug verirse ve bu sonuglarin M tanesi bir A olayina uygun ise A olaymin
gergeklesme olasiligt P(A) = M /N seklindedir.
Ornegin tek bir zarin atilmasi deneyinde cift say1 elde edilmesi olayinin olasilig1 1/2 olur.

Olasilik Aksiyomlari: D bir deney ve S bu deneyin 6rnek olay1 olsun. O haldeki S’deki bir A olayinin olasiligi

P(A) olasilig1 ile ilgili asagidaki aksiyomlar dogrudur:

P(A) =0

P(S)=1

Ay, Ay, ..., Ay, ... bir S 6rnek uzayindaki sonlu ya da sayilabilir sonsuz sayida ikiser ikiser ayrik olaylar
olsunlar. Bu durumda P(U2, 4;) = X2, P(4;) olur.

Ornegin bir ¢ift zarmn toplammin 8 gelmesi olasilig1 5/36 olur.

Bazi1 Olasilik Kurallari: A, B ve Ay, A,, As, ..., A, bir S 6rnek uzayindaki olaylar olsunlar.
A; c Ayise P(A;) < P(4y)

P(A) =1-P(A)

P(@) =0

P(A)=P(ANnB)+P(ANB)

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)

P(Uiz1 4) < XiZ: P(4)

Ormegin bir paranin ii¢ kez atilmasi1 deneyinde en az bir kez tura gelmesi olasilig1 7/8 olur.
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Ornegin iki zarm bir kez atilisinda toplamin 7 veya 10 gelmesi olasiligi 1/4 olur.

Ornegin 52 kartlik bir desteden rastgele bir kart secildiginde bu kartin as veya karo olmasinin olasilig1 16/52
olur.
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Kaynak: https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_52-card_deck

Bir 6rnek uzay sonlu (veya sayilabilir sonsuz) sayida eleman igeriyorsa kesikli, bir dogru pargasi veya

araliktaki tiim noktalar1 igeriyorsa siirekli olarak adlandirilir. Kesikli uzayda i = 1,2, ...,n i¢in Vp; = 0 ve
. pi = 1iken sayilabilir sonsuzlukta i = 1,2, ... igin Vp; = 0 ve )72, p; = 1 olur.

Siirekli 6rnek uzayda olaylarm olasiliklar1 uzunluk, alan ve hacim kullanilarak hesaplanir. Ornegin yiizeylerle

tizerinde olasilik hesabi yapilirken P(A) = Alan(A)/Alan(S) kullanilir.

Ornegin dairesel bir alana rastgele atilan bir dart bu alan1 vurursa 1/4 olasilikla vurdugu nokta alanin
kenarina oranla merkeze daha yakin olacaktir.
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3. Kosullu Olasilik, Parcalanis, Toplam Olasilik ve Bagimsiz Olaylar

Bir B olay1 bir A olayindan sonra gergeklesiyorsa A olayimin gergeklestigi biliniyorken B olayinin ger¢eklesme
olasiligina kosullu olasilik denir ve P(B|A) ile gosterilir: P(B|A) = P(B N A)/P(A)

Ornegin 52 kartlik bir desteden rastgele bir kart ¢ekildiginde A olay1 kartin maca olmasi, B olay1 kartin siyah
olmasi ise B olaymin gergeklestigi biliniyorken A olaymin olasiligi P(A|B) = 1/2 olur.
S ornek uzayindaki iki olay A ve B olsun.

o P(A|B) =P(AnB)/P(B)veP(B|A) =P(BnA)/P(A)

o BudurumdaP(AnB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A)

o P(AJA) =1

P(A|B) olasilig1 incelenirken A N B istenen olay, B ise indirgenmis 6rnek uzay gibi diistiniiliir.

Teorem: A4, A, ..., A, olaylar1 bir deneyin 6rnek uzay1 S’de iseler

) P(A,NnA,N..NA,) =P(A)P(A,|A1))P(A3|A1 N Ay) ... P(A AL NAy N NA,_q)
Ornegin bir fabrikada iiretilen pargalardan kusursuz 40 ve kusurlu 10 tanesi bir depoya koyuluyor. Yerine

koyulmaksizin iki parga ¢ekildiginde ikisinin de kusurlu olma olasiligi 9/245 olur.

Tanim: A4, A,,...,A4, olaylart i¢in S =

ie14; ve i #j icin A; N Aj = @ sartlari

saglantyor ise A; olaylaria S 6rnek uzayinin

bir pargalanisi denir. P(4;) >0 sart1

saglanir ve bir olay gergeklestiginde yalniz

bir A; gerceklesir.
Sekil-1: § 6rnek uzayinin n = 6 parcaya ayrilisi

Ormnegin bir zarn atilmasi deneyinde S = {1,2,3,4,5,6} icin 4; = {1,2}, 4, = {3,4,5}, A; = {6} 6rnek uzaymn
bir pargalanisidir.

Teorem: A4, ..., A, sonlu bir S 6rnek uzayinin pargalanisiysa P(A4;) + P(4;) + -+ + P(A,) = 1 olur.
Teorem: Ayni pargalanisla herhangi bir B C S olay1 i¢in P(B) = Y,i; P(4;)P(B|A;) olur.

Ornegin bir torbada 4 beyaz ve 3 siyah top, ikincideyse 3 beyaz ve 5 siyah top varken ilk torbadan bir top
rengine bakilmadan ikinciye atiliyor. Ikinci torbadan siyah top ¢ekilme olasilig1 38/63 olur.

Tanim: Bir olayin elde edilmesi diger bir olayin gergeklesme olasiligini etkilemiyorsa bu iki olay bagimsizdir
denir. Bagimsiz olaylar i¢in P(B|A) = P(B) olur.

Tanim: A ve B olaylariin bagimsiz olmasi igin g.y.k. P(A N B) = P(A)P(B) olmasidur.

Teorem: A ve B (P(A), P(B) # 0) bagimsiz olaylar iseler A N B # @.

Ornegin iki zarm tek bir atiliginda iki birli gelmesi olasiligi 1/36 olur.

A ve B bagimsiz olaylar iseler P(AU B) = P(A) + P(B)P(A) = P(B) + P(A)P(B) olur.

Teorem: A ve B olaylari i¢in P(A N B) # P(A)P(B) ise bu olaylar bagimsiz degildirler. Ayrica A ve B
bagimsiz iseler A ve B, A ve B, A ve B olaylar1 da bagimsizdirlar.

Ay, Ay, ..., A, olaylart P(A; N A, N ...NA,) = P(A;)P(4A,) ... P(A,) ise bagimsizdirlar.

m olayin “tam bagimsiz” olmasi bir defada alinan herhangi sayidaki olaylarin bagimsiz olmasidir.



4. Bayes Teoremi

Teorem: A;, Ay, ..., Ay olaylarii = 1,2, ..., nigin P(A4;) # 0 olacak sekilde bir S 6rnek uzayinin bir pargalanisi
iseler ve S i¢inde P(A) # 0 olacak sekilde herhangi bir B olay1 ve i = 1,2, ..., n igin

P(A,)P(B|A;)

=, P(ADP(B|AY)

olur. Teorem esdeger olarak P(A,|B) = P(A,)P(B|A,)/P(B) seklinde de ifade edilebilir.

P(ArlB) =

Ispat:
o Kosullu olasilik tanimindan P(A,|B) = % olur.

. - __ P(AynB) _ P(AyNB) .
o Ay, A,, ..., A, bir par¢alanis oldugundan P(A,|B) = P(B) - T PapP(ElAD yazilabilir.
__P(A,nB) _ P(A,nB) _ P(A)P(B|Ay)
o Kosullu olasilik tanimindan P(A,|B) = P(B)  — TL.P(app(siap — ST, P(ADP(BIAD olur.

Ornek: Bir sigorta sirketi miisterileri kazaya yatkin olanlar ve yatkin olmayanlar seklinde siniflara ayirarak
s0zlesme imzalamaktadir. Sirket arastirmalar1 kazaya yatkin insanlarin bir yillik siiregte %40 olasilikla kaza
gecirdigini, kazaya yatkin olmayanlarin ise ayni siiregte %20 olasilikla kaza gegirdiklerini belirtmektedir.
Niifusun %30 oraninda kazaya yatkin oldugu kabul edilmektedir. Bir sigortali bir yillik siirecte bir kaza
gecirdiyse bu sigortalinin kazaya yatkin olmasinin olasilig1 nedir?
Coziim: Bayes Kurali: P(A,|B) = P(A,)P(B|A,)/P(B)
B: “Sigortalinin kaza gegirmesi” flgilenilen olasilik sigortalnin kaza gecirmis
A;: “Kisinin kazaya yatkin olmas1” = P(4;) = 0.3 olmas: durumunda (B) iken kazaya yatkin

A,: “Kazaya yatkin olmamasi” = P(4,) = 0.7 biri olmast: P(4,|B)

P(A)P(B|A,)
P(A1)P(B|A,) + P(A;)P(B|A,)

P(4,|B) =

Pay kisminda ilgilenilen olasilik: Kisinin kazaya yatkin olmasi (P(4;) = 0.3) ve kazaya yatkin oldugu
biliniyorken kaza yapmasi (P(B|A1)) =0.4 = P(A,)P(B|A;) = 0.12
Payda kisminda kaza i¢in toplam olasilik: P(B) = P(A,)P(B|A;) + P(A;)P(B|A;) = 0.12 + 0.14

P(A)P(B|A,) 012 6
P(A)P(B|A) + P(A,)P(B|A,) 012+0.14 13

= P(4,|B) =

Ornek: Bir ciizdanda iig tane bozuk para vardir. Ikisi normal iken iigiinciiniin her iki yiizii de yazidir. Rastgele
cekilen bir para dort defa atiliyor. Dort defada da yazi gelirse bunun iiglincli paradan gelmesi olasiligr 8/9
olur.

Ornek: A, B ve C makineleri bir fabrikadaki iiriinlerin sirastyla %50, %30 ve %20 kadarimi iiretmektedir. Bu
makineler sirasiyla %3, %4 ve %5 oranlarinda hatali {iriin tiretmekte iseler segilen hatali bir iiriiniin A
makinesinde {iretilmis olmasi olasilig1 15/37 olur.

Ornek: Iki kavanoz K; ve K, olarak adlandirilsinlar. K;’de 1 beyaz ve 2 siyah top varken K,’de 2 beyaz ve 3
siyah top bulunmaktadir. K;’den ¢ekilen bir top K,’ye konduktan sonra K,’den bir top ¢ekiliyor. K,’den

cekilen top siyah ise K;’den ¢ekilen topun beyaz olmasi olasiligi 3/11 olur



5. Rastgele Degiskenler ve Olasiik Dagilimlari

Bir 6rnek uzaydaki rastgele olaylara sayisal degerler atayan bir fonksiyona “rastgele degisken” denir.

X:S — R fonksiyonunun aldig1 degerlerin kiimesi sonlu veya sayilabilir sonsuz sayida elemana sahipse
rastgele degiskene “kesikli”, bir veya birden fazla araliktaki tiim degerleri alabiliyorsa ise “siirekli” denir.
Rastgele degiskenler X, Y, Z gibi biiyiik, aldiklar1 degerler ise x, y, z gibi kii¢iik harflerle gosterilir.

Tanim: Bir kesikli rastgele degiskenin alabilecegi degerleri alma olasiliklarini gosteren fonksiyona “olasilik
fonksiyonu” denir: f(x) = P(X = x).

Ornegin bir madeni paranin ii¢ kez atilmas1 deneyinde gelen tura sayisin1 gosteren rastgele degiskeni X: S —
R olsun. Bu deneyde paranin ii¢ kez yazi gelmesi durumunda X = 3 olur ve bu durumun olasiligi 1/8
oldugundan f(3) = P(X = 3) = 1/8 yazlir. Tiim durumlar
X=x | 0 1 2 3
f(x)=P(X=x)|1/8 3/8 3/8 1/8
Tanim: X sonlu sayidaki x4, X, ..., Xy degerlerini i = 1,2, ..., N i¢in f (x;) = P(X = x;) olasliklariyla alabilen

bir kesikli rastgele degisken ise asagidaki kosullari saglayan f(x) fonksiyonuna X rastgele degiskeninin
olasilik fonksiyonu denir: i) Vi = 1,2, ..., N igin f(x;) = 0, ii) ¥V, f(x;) = 1.

X rastgele degiskeni sayilabilir sonsuz sayidaki x4, x5, ..., Xy, ... alabilen kesikli rastgele degisken ise olasilik
fonksiyonu Vi € Z* i¢in f(x;) = 0 ve Y72, f(x;) = 1 sartlarini saglar.

Tanim: Bir rastgele degiskenin degerinin bir x degerinden esit veya kiiclik olmasi olasiligin1 gosteren
fonksiyon F(x) ile gosterilir ve “birikimli dagilim fonksiyonu” olarak adlandirilir: F(x) = P(X < x).
Ornegin bir diizgiin alt1 yiizlii zarin bir kez atilmasi1 deneyinde {ist yiizde gelen say1y1 gdsteren X rastgele
degiskeninin dagilim fonksiyonu F(x) =j/6,j <x <j+1,j =1,2,...,5 ile gosterilebilir. Bu deney igin
x < 1iken F(x) = 0vex = 6iken F(x) = 1 olur.

f(x)

Tanim: R = (—oo,+0) araliginda degerler alabilen bir X siirekli rastgele
degiskeninin f(x) “olasilik yogunluk fonksiyonu” i) f(x),x € R, ii)
fjooo f(x)dx = 1 sartlarin1 saglar.

Pl@a<X<bh)= f:f(x)dx

x = ¢, ¢ € Rolmak tizere P(X = ¢) = 0 olur. Dolayisiyla
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<bh) ¥

Pla<X<b) |

ua:b»

X stirekli rastgele degiskeninin f (x) olasilik yogunluk fonksiyonunun egrisinin altinda kalan alan 1 olur.
Ornegin X icin f(x) =1—x/2,0<x<2ise P(0<X <1)=3/4veP(1 <X <2)=1/4o0lur.
Ornegin X icin f(x) = c(4x — 2x2),0 < x < 2 ise c = 3/8 olur.

Tanmim: Bir siirekli rastgele degiskenin “dagilim fonksiyonu” F(x) = P(X <x) = f_xoo f(s)ds olarak
tanimlanir. Dagilim fonksiyonu azalmayan bir fonksiyondur: x; < x, i¢in F(x;) < F(x;) olur.

xlirpr(x) =0ve il_)rg F(x) = 1olur.

f(x) = dF (x)/dx ozelligi saglanir ve dolayisiyla a < b i¢in P(a < X < b) = F(b) — F(a) saglanir.
Omegin X iginise f(x) = e ™**,x > 0i¢in k = 1 olur ve F(x) = 1 — e~* bulunur.

Ornegin X igin F(x) = (x2 —x)/30,1 < x < 4ise P(2 < X <3) = F(3) — F(2) = 2/15 bulunur.



6. Cok Boyutlu Rastgele Degiskenler

Bir deneye iliskin bircok rastgele degiskenin ayni andaki durumu incelenmesi gerekebilir.

Ornegin bir paranin ii¢ kez atilmasinda X rastgele degiskeni gelen tura sayisim gosterirken Y rastgele degiskeni
ilk iki atista gelen tura sayisini gosterebilir.

Tanim: (X, Y) siral ikilisi bir S 6rnek uzayinda tanimlanan iki boyutlu kesikli rastgele degisken olsun. (X,Y)
rastgele degiskeninin tiim (xi,yj),i =12,..,M,j=12,...,N degerleri igin f(xi,yj) = fXY(xl-,yj) =
P(X =x;,Y = yj) fonksiyonuna X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu denir. Bu
fonksiyon i) V(i, j) igin f(xi,yj) > 0 ve ii) Zfilzﬂyﬂf(xi,yj) = 1 sartlarini saglar.

Tanim: (X,Y) rastgele degiskeninin ortak olasilik fonksiyonunda X rastgele degiskeni igin Y rastgele
degiskeninin degisimine gore olusan f (xl-,yj) olasiliklarinin toplamlari ile f(x;) = fyx(x;) fonksiyonuna X
rastgele degiskeninin “marjinal olasilik fonksiyonu” denir. Ayn1 sekilde Y rastgele degiskeni i¢in de f (yj) =

fr(y;) marjinal olasilik fonksiyonu hesaplanir.

fOx) = fx(x) = Z?’:l f(xi:yj) veYM flx) =1
f) =) =2E f(xy) ve X, f(y;) =1

Ornegin bir kutuda 3 beyaz, 2 siyah ve 4 kirmizi top olsun. Kutudan iki top segildiginde beyaz toplarim sayist

. ) 2 4
X, siyah toplarin sayist Y olsun. Ortak olasilik fonksiyonu f(x,y) = (i) (y) <2 oy y) / (2) olarak

bulunur. Marjinal olasilik fonksiyonlar1 ise asagidaki gibidir.

X 0 1 2 Y 0 1 2
f(x) | 15/36 | 18/36 | 3/36 f(y) | 21/36 | 14/36 | 1/36
Omegin bir para ii¢c kez atildiginda X rastgele degiskeni gelen tura sayisim belirtirken Y rastgele degiskeni
kazanimi belirtmektedir. Kazang ilk atista tura gelirse 1%, ilk tura ikinci atista gelirse 2%, ilk tura iigiincii atigta
gelirse 3% iken hig tura gelmezse 1% kaybedilmektedir. Bu durumda marjinal fonksiyonlar:

X 0 1 2 3 Y -1 1 2 3
f(x) 1/8 3/8 3/8 1/8 f) 1/8 4/8 2/8 1/8
Tanim: (X,Y) siirekli rastgele degisken ikilisi i¢in asagidaki kosullart saglayan f (x,y) fonksiyonuna (X,Y)

icin “ortak olasilik yogunluk fonksiyonu” denir. Bu fonksiyon i) V(x,y) i¢in f(x,y) =0 ve ii)
JIg f (x, y)dydx = 1 sartlarini saglar.

Ornegin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(x,y) = x2+ xy/3,0 < x < 1,0 <y < 2 seklinde verilen
(X,Y) degiskeniicin P(X <1/2,Y >1) =5/48,P(1<Y <2)=7/12ve P(X+Y > 1) = 65/72 olur.
Ornegin f(x,y) = k(x? —y),1 < x < 3,0 < y < 1 ortak olasilik yogunluk fonksiyonu ise k = 3/23 olur.
Tanim: (X,Y) iki boyutlu rastgele degiskeninin “ortak dagilim fonksiyonu” F(x,y) = P(X < x,Y < y) ile
tanimlanir. Bu fonksiyon 02F /dxdy = f(x, y) bagmtis1 ile ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu Verir.
Tanim: iki boyutlu (X, Y) siirekli rastgele degiskeninin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(x,y) ile g(x) =
f_oooo f(x,y)dy ve h(y) = ffooo f (x,y)dx marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlar1 elde edilir.

Ornegin f(x,y) =x%? +xy/3,0 <x < 1,0 <y < 2 olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in marjinal olasilik
yogunluk fonksiyonlart g(x) = 2x? + 2x/3,0 <x < 1ve h(y) =y/6 +1/3,0 < y < 2 seklindedir.



7. Rastgele Degiskenlerin Sayisal Ozellikleri — |: Beklenen Deger

Rastgele degiskenlerin olasilik dagilimlar kadar baz1 6zelliklerini veren sayisal karakteristikleri de incelenir.

Tanim: X rastgele degiskeninin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(x) seklinde verilmis olsun.

Z xf(x),X kesikli
E(X) — XERy

o

xf(x)dx,X strekli

sayisina X rastgele degiskeninin beklenen degeri (beklentisi) denir.

Ornegin, diizgiin bir alt1 yiizlii zar atildiginda iist yiizde gelen sayinin beklenen degeri 7/2 olur.

Ornegin, 3 beyaz ve 2 siyah top bulunan bir kavanozdan iadeli olarak 2 top cekilecektir. Cekilen her beyaz
top i¢in 100 % kazanilacak iken her siyah top i¢in 50 % kaybedilecek ise kazang/kayip beklentisi +80 % olur.

Ornegin X siirekli rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) = 3/x*,x > 1ise E(X) = 3/2.

Omegin X siirekli rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) = e *,x > 0 ise E(X) = 1.

Bir X rastgele degiskeni i¢in Y = g(X) rastgele degiskenin beklenen degeri asagidaki gibi tanimlanir.

( E : i
gx)f(x),X kesikli

o)

g f(x)dx,X sirekli

— 00

Omegin X rastgele degiskeni bir paranin ii¢ kez atilmasi deneyinde turalarin sayisim1 gostersin. Bu durumda
E(X)=3/2,E(3X+5) =76/8,E(X?) = 24/8 olur.

Teorem: a,b € Rigin E(aX + b) = aE(X) + b olur.

Not: E(x2) # (E(X))” ve E(1/X) # 1/E(X).

Ornegin X icin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) = x2/3,—1 < x < 2 ise E(4X + 3) = 8 olur.

Tanim: (X, Y) iki boyutlu rastgele degiskeninin ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonu f (x, y) ise beklenti:

z Z H(x,y)f(x,y),X veY kesikli
E(H(X,Y)) =4 XeRxYeRv :
f f H(x,y)f (x,y)dydx,X ve Y surekli

Teorem: X ve Y beklenen degerleri E (X) Vo(: E (O;) olan rastgele degiskenler iseler E(XY) = E(X)E(Y) olmasi
durumunda bagimsizdirlar denir ve bu durumda E(g(X)h(Y)) = E(g(X)h(Y)) de saglanir. XY bagimsiz
iseler E(XY) = E(X)E(Y) olur ancak E(XY) = E(X)E(Y) olmasi1 bagimsizlig1 garantilemez.
Not: Bu sonuglarin ikiden fazla sayidaki rastgele degiskene uygulanmasi da miimkiindiir. Ornegin Xy, ..., Xy
rastgele degiskenleri i¢in H(Xy, ..., Xy) = X; + -+ Xy ise E(X; + -+ Xy) = E(X;) + -+ + E(Xy) olur.
Omnegin X ve Y rastgele degiskenleri i¢in ortak olasilik fonksiyonu f(x,y) =1/2,x =3,y =75 ise,
flx,y)=1/6,x=3,y=9 ise, f(x,y)=1/6,x=6,y=3 ise ve f(x,y)=1/6,x=6,y=9 ise
seklinde tanimlansin. Bu durumda E(X) = 4,E(Y) = 19/3 ve E(XY) =26 olur. E(XY) # E(X)E(Y)

oldugundan bu iki rastgele degisken bagimsiz degildirler.



8. Rastgele Degiskenlerin Sayisal Ozellikleri — 11: Varyans ve Kovaryans

Beklenen deger rastgele degiskenlerin degerlerinin dagiliminin merkezi hakkinda bilgi verirken varyans bu
degerlerin merkez etrafinda dagilimlarinin 6l¢timiidiir.

Tanim: X rastgele degiskeninin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(x), beklenen degeri ¢ = E (X) olsun.

( z (x — w)?f(x), X kesikli
Var(X) = *SRx
(x — w?f(x)dx, X sirekli

sayisina X rastgele degiskeninin varyansi denir. 02 = Var(X) = E((X — u)?) olarak gosterilir.
Tanim: Bir rastgele degiskenin varyansinin karekokii bu degiskenin standart sapmasi (o) olarak adlandirilir.

Ornegin bir paranm ii¢ kez atilmas1 deneyinde gelen tura sayismin standart sapmasi o = v/3/2 olur.

Teorem: Var(X) = E(X?) — (E(X))2

. 2_
Ornegin, 1’den N’e kadar numarali N top ig¢inden ¢ekilecek say1 i¢in E(X) = % JWVar(X) = M1 olur,

12
Omegin, X rastgele degiskeni i¢in f(x) = x,x € (0,1) ve f(x) = 2 — x,x € [1,2) ise Var(X) = 1/6 olur.

Teorem: a,b € Ricin Var(aX + b) = a?Var(X) olur.

Tanim: X ve Y rastgele degiskenlerinin kovaryansi Cov(X,Y) =E ((X —E(X ))(Y —E (Y))) olarak
tanimlanir. Kovaryans iki rastgele degiskenin birbiri ile iliskisinin 6l¢limiine imkan verir.
Tanimdan elde edilen Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) ile bagmmsizlik incelenir. X ve Y rastgele

degiskenlerinin bagimsiz olmalari durumunda E(XY) = E(X)E(Y) olacagindan Cov(X,Y) = 0 olur.
X ve Y bagimsiz iseler Cov(X,Y) = 0 olur ancak Cov(X,Y) = 0 ise degiskenler bagimsiz olmayabilirler.

Ornegin X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu

x| -1] o 1 | f(x)
—1 [1/16|3/16 | 1/16 | 5/16
0 [3/16] 0 |3/16]6/16
1 |1/16]3/16]1/16|5/16
f(») | 5/16 | 6/16 | 5/16| 1

seklinde ise Cov(X,Y) = 0ancak f(X = 0)f(Y =0) # f(X = 0,Y = 0) oldugu i¢in bagimsiz degildirler.

Teorem: X;, X5, ..., Xy bagimsiz ve varyanslari O'iz,i =1,N ise Var(Z’ivlei) = §V=1 Var(X;) olur.
X ve Y rastgele degiskenleri bagimsiz iseler Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y) olacaktir. Genel durumda
a,b € Rigin Var(aX + bY) = a?Var(X) + b*Var(Y) + 2abCov(X,Y) olur.

Tanim: X ve Y rastgele degiskenlerinin varyanslar sirasiyla Var(X) ve Var(Y) ise bu iki degisken arasindaki

korelasyon pyy = Cov(X,Y)//Var(X)Var(Y) olarak tamimlanir.

Korelasyon iki rastgele degisken arasindaki dogrusal iliskinin tipini ve giiciinii inceleme imkan1 sunar.

—1 < pyy < 1 araliginda taniml1 Pearson korelasyon katsayisi pyy = —1 i¢in ¢ok gii¢lii negatif dogrusal
iliskiyi ve pyy = 1 i¢in ¢ok giiclii pozitif dogrusal iliskiyi gosterir.

Ornegin X ve Y icin f(x,y) = c(x+y),x € (0,2),y € (0,2) ise ¢ =1/8 ve Cov(X,Y) = —1/36 olur.

Korelasyon katsayisi ise pyy = —1/11 olarak elde edilir.
10



9. Rastgele Degiskenlerin Sayisal Ozellikleri — 111: Momentler

Momentler bir rastgele degiskenin dagilimi1 hakkinda bilgiler veren sayisal 6zelliklerinin genelidir.
Tanim: X rastgele degiskeninin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(x) olsun.

( 2 X*F(x), X kesikli
E(x*) = *Fx
f x*f(x)dx, X siirekli

sayisina X rastgele degiskeninin “k-inc1 (sifira gore veya baslangic) momenti” denir ve my, ile gosterilir.
k = 1igin m; = E(X) beklenen degeri verir. Beklenen deger ozellikleri ile E((aX)*) = a®E(X*) bulunur.
Tanim: X rastgele degiskeninin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(x) olsun.

Z (x — O*f(x), X kesikli
E(X-0)=4{ 5

o

(x — O)ff(x)dx, X siirekli

— 00

sayisina X rastgele degiskeninin “c sabitine gore k-inc1 momenti” denir.

Burada ¢ = p olmas1 durumunda py, = E((X — p)*) sayisina “k-inc1 merkezi moment” denir.

k = 2 i¢in u, = E((X — n)?) rastgele degiskenin varyansini verir.

Rastgele degiskenler “k-inc1 mutlak merkezi moment” olan E((|X — u|)*) sayis1 ve “k-mnc1 faktoriyel
momenti” E(X - (X — 1) ... (X — (k — 1))) sayist gibi farkli momentleri ile de inceleme yapilmaktadir.
Tanim: X rastgele degiskeninin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(x) olsun. t < |h| igin

( z e F(x), X kesikli
My(t) = E(e™) = { *5™
j e™ f(x)dx,X sirekli

beklenen degeri varsa, X rastgele degiskeninin “moment ¢ikaran fonksiyonu” olarak adlandirilir.

Ornegin X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) = e™*,x > 0 ise My (t) = ﬁ, t<1.
1

Ornegin X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu f(x) = = 3 ,x = 0,1,2,3 ise My(t) = = (et + 1)3.
8 \x 8

Teorem: a,b € Rise i) My, (t) = e My (), ii) Mpx (t) = Mx(bt), iii) Mx1q),5(t) = e*/?My(t/b) olur.
Eger varsa, My (t) ile dagilimin parametreleri belirlenebildiginden bu fonksiyon ile dagilim tanimlanabilir.
Tanim: X rastgele degiskeninin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f(x) olsun.

Z el F (%), X kesikli
Px(t) = E(eltX) = *fx
e f(x)dx, X siirekli

— 00

beklenen degeri, X rastgele degiskeninin “karakteristik fonksiyonu” olarak adlandirilir.

E(e'*X) = E(cos tX) + iE(sintX) olur.

Bir rastgele degiskenin karakteristik fonksiyonu biliniyorsa dagilim fonksiyonu belirlenebilir. Rastgele
degiskenlerin moment ¢ikaran fonksiyonlar1 her zaman olmayabilse de karakteristik fonksiyonlar1 vardir.
Yiiksek momentler ile rastgele degiskenlerin farkli 6zellikleri de incelenebilir. olsun.

0% =Var(X),u = E(X) igin skew(X) sayst ile verilen carpiklik katsayis1 olasilik yogunluk fonksiyonunun
simetrikliginin incelenmesinde kullanilir. kurt(X) sayisi ile verilen basiklik katsayisi ise olasilik yogunluk
fonksiyonunun grafiginin normal yogunluk fonksiyonunun grafigine gore basiklik/sivriligini verir.

skew(X) = s _ E <(¥)3>, kurt(X) = % —3=E <<X _ ,u)4> - 3.

03 o
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10. Bazi Olasiik Dagilimlar: — |: Kesikli Dagilimlar

Incelenen olaylarin sonugclar kesikli (sayilabilir sayida deger alabilen) bir degisken ile gdsterilebiliyorsa, bu
sonuglarin olasiliklar1 bir olasilik fonksiyonu ile gosterilir. Ozel olasilik fonksiyonlarindan olusan ve
uygulamada siklikla karsilasilan bazi dagilimlar asagida verilmektedir.

| Olasilik Fonksiyonu |

Aciklama

Karakteristikler

1. (Kesikli) Diizgiin Dagilim

1
f(x)=;

RX == {Xl, xz, ...,Xn}

2. Bernoulli Dagilimi

Kesikli diizgiin dagilim, olast degerlerini esit
olasilikla aldig1 dagilimdir.
X ~ U(xq, %3, ..., xp) ile gosterilir (n € N).

,x =1

fe={2,
Ry ={0,1}

3. Binom Dagilimi

foo = () p a™
Ry ={0,1,...,n}

4. Geometrik Dagilhim

Bernoulli deneyleri ile ilgili olan bu dagilim
iki olast sonucu olan olaylarda kullanilir.
Deney igin basar1 (x = 1) olasihgi p € (0,1]
ve basarisizlik olasiligi ¢ = 1 — p ile verilir.

Binom dagilimu,
Bernoulli
olasilik

gosterilir.

bagimsiz n € N adet
deneyindeki basart  sayisinin
dagilimidir. X ~ B(n,p) ile

f(x) =pg*!
Ry ={12,..}

Geometrik dagilim, bagimsiz Bernoulli
deneylerinde ilk basariy1 elde edene kadar
yapilmasi gereken deneme sayisinin olasilik
dagilimidir. X ~ Geo(p) ile gosterilir.

5. Negatif Binom Dagilim

reo = (527 ke
Ry ={kk+1,..}

Negatif Binom (veya Pascal) dagilim,
bagimsiz Bernoulli deneylerinde k-inc1
basarty1 elde edene kadar yapilmasi gereken
deneme sayisinin olasilik dagilimidir.

X ~ NB(k,p) ile gosterilir.

6. Hipergeometrik Dagilim

()(,2,)
()

n
Ry ={0,1, ...,n}

fx) =

7. Poisson Dagilimi

—-A9x

e

f) =—
Ry ={0,1,..}

Hipergeometrik dagilim, N; ve N, elemanlh
iki grup 6geden olusan N; + N, = N elemanl
bir kitleden toplam n elemanli bir 6rneklem
seciminde bir gruptan gelen eleman sayisinin
olasilik dagilimidir.

X ~ Hypergeometric(N, N;,n) denir.

Poisson dagilimi, belirli bir zaman aralig:
veya alanda bir olayin gergeklesme sayisinin
olasilik dagilimidir. Olayin belirli bir 4 > 0
ortalamasi ile gerceklestigi ve gerceklesmenin
birbirlerinden bagimsiz oldugu varsayilir.

X ~ Poisson(A) ile gosterilir.

EX) = (n+1)/2

v (X)_nz—l
artd) =17
EX)=p
Var(X) =pq

My(t) = q+pet, t R

E(X) =np
Var(X) = npq
Mx(t) = (g +pe)" t €R

EX)=1/p
Var(X) = q/p®
t
_ t
My (t) = 7 —qef'qe <1
E(X) =k/p
Var(X) = kq/p?
k
_(_pet .
MX(t) - <1 IR qet> qu
<1
E(X) = nh;
W=
=N N1 N
EX) = A
Var(X) =2

My(t) = e t e R

12



11. Baz1 Olasihik Dagihimlar: — |1: Siirekli Dagihimlar

Incelenen olaylarin sonuglari bir araliktaki tiim degerleri alabilen bir degisken ile gosterilebiliyorsa, bu
sonuglarin olasiliklari bir olasilik yogunluk fonksiyonu ile gosterilir. Ozel olasilik yogunluk fonksiyonlarindan
olusan ve uygulamada siklikla karsilagilan bazi dagilimlar asagida verilmektedir.

1. (Siirekli) Diizgiin Dagim: f(x) = ﬁx € [a,b].

X ~ U(a, b) ile gosterilir.
a+b (b—a)?

E(X) == Var(X) = TR

x—a ebt_pat
F) =7 a<x<b My(t) ===t >0

a = 0 ve b = 1 igin standart diizgiin dagilim olarak adlandirilir.

2. Ustel Dagihm: f(x) = le~**,x > 0.
X ~ Exp(A) ile gosterilir.
1 1
E(X) =7 Var(X) =1

F(x)=1—e™,x >0, My(t) =ﬁ,t <A

3. Gamma Dagilimi: f(x) = %(ax)r_le_“x,x > 0.

['(r) ile Gamma fonksiyonu gosterilmektedir.
X ~ I'(a, ) ile gosterilir.
T T
E(X) = Var(X) =z
a T
My () = (—t) t<a.

a—

1
B(a,B)
B(a, ) ile Beta fonksiyonu gosterilir.
X ~ B(a, p) ile gosterilir.

o S
E(X) = a+p’ Var(X) = (a+B)?(a+B+1)

x € (0,1) i¢in “standart”, x € (c,c + d) i¢in “genellestirilmis” Beta dagilimi olarak adlandirilir.

4. Beta Dagihmu: f(x) = x@ D1 —x)EDo<x<1.

1(x—u

2
5. Normal Dagihim: f(x) = U;\/Ee_E T) , X ER,u€R,0%>0.

Gauss dagilimi olarak da bilinir (Bkz. Carl Friedrich Gauss)
X ~ N(u, 0?) ile gosterilir.
E(X) =u,Var(X) = o2,

1/t—u

2 1
Fx) =——[* e7aa) dt, My(t) = "7 t e R,

oV21m

u = 0,0 = 1 i¢in “standart” normal dagilim olarak adlandirilir.
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