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1. Diferansiyel Denklemler ile ilgili Temel Kavramlar

Bir veya birden fazla “bagimsiz degisken”, bu bagimsiz degiskene bagh “bagimli degisken” ve bu bagimh
degiskenin tiirevleri ile bunlarin fonksiyonlarini i¢eren denkleme “diferansiyel denklem” denir.

Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirev, o denklemin mertebesidir.

Ormegin y"' + x2(y")3 = 4x denklemi ikinci mertebedendir.

Diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevin kuvveti o denklemin derecesidir.

Omegin (y"")3 + (y')° cosx = (y""")*e* + arctan x denklemi dérdiincii derecedendir.

Bir bagimsiz degisken ve bu bagimsiz degiskene bagimli olan fonksiyonlar ile tiirevlerini i¢eren diferansiyel
denkleme ““adi diferansiyel denklem” denir.

Birden fazla bagimsiz degiskene gore tiirevler iceren diferansiyel denkleme “kismi diferansiyel denklem”
denir.

Diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin dereceleri 1 ve katsayilar yalnizca bagimsiz
degiskene bagli iseler bu denklem dogrusaldir.

Diferansiyel denklem bagimli degisken ve tiirevleri bakimindan tiirdes ise homojendir.

Verilen bir egri ailesini ¢6ziim olarak kabul eden denklem, egri ailesindeki keyfi sabitlerin sayis1 kadar tiirev
alinarak sabitlerin yok edilmesiyle bulunur.

Ornegin y = cx? — 2 egri ailesini ¢dziim olarak kabul eden diferansiyel denklem x%y’ — 2xy = 4x
seklindedir.

F(x,y,y,y", ..,y™) =0 ile verilen n. mertebeden diferansiyel denklemi saglayan cy,cy, ...,c, keyfi
sabitleri araciligiyla ¢oziimlerin tiimiinii barindiran fonksiyona genel ¢oziim denir.

Ormegin y"' + y = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimii y = ¢; cos x + ¢, sin x seklindedir.
Diferansiyel denklem ile birlikte verilen 6zel sartlar1 da saglayan ¢oziime 6zel ¢6ziim denir.

Ormegin y' = 3x? — 2x diferansiyel denkleminin y(0) = 2 sartin1 saglayan 6zel ¢6ziimii

y(x) = x3 — x? + 2 seklindedir.

Diferansiyel denklem ile birlikte verilen denklemin mertebesi sayisindaki 6zel kosullar bagimsiz degiskenin
tek bir degerinde veriliyorsa bu problem bir “Baslangi¢c Deger Problemi” olarak adlandirilir.

Diferansiyel denklem ile birlikte verilen denklemin mertebesi sayisindaki 6zel kosullar bagimsiz degiskenin
farkli degerlerinde veriliyorsa bu problem bir “Sinir Deger Problemi” olarak adlandirilir.

f (x,y) fonksiyonu diizgiin kapali bir D bolgesinde tanimli ve siirekli bir fonksiyonise y’ = f(x, y) seklindeki
diferansiyel denklemin y, = y(x,) kosulunu saglayan bir ve yalniz bir ¢dziimii vardir.

Diferansiyel denklemler Popiilasyon Modeli, Radyoaktif Bozulma, Newton’un Yercekimi Kanunu, Serbest
Diisme Hareketi, Newton Sogutma Modeli, Mekanik Titresim ve Asfalt Cokmesi gibi olaylarin

modellenmesinde kullanilmaktadir.



2. Degiskenlerine Ayrilabilir Diferansiyel Denklemler

y" = f(x,y) ile verilen diferansiyel denklem f(x,y) = g(x).h(y) seklinde yazilabiliyorsa bu denkleme
degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklem denir.

R

h(y) # 0 igin ")

= g(x) ile ¢dziime varilir.

- . sinx .. . R, 2
Ornegin y' = 5 diferansiyel denkleminin ¢oziimii 3/7 + cosx = colur.

Birinci mertebeden diferansiyel denklemler M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 seklinde “diferansiyel form” adi
verilen gosterim ile de ifade edilebilirler. Diferansiyel formda yazilan degiskenlerine ayrilabilir denklem i¢in

¢Oziim
[ 9tax - [ neray =

seklinde elde edilir.

Omegin y' = 1 + x + ¥ + xy denkleminin ¢dziimii y = c. exz_2+x — 1 olur.

Sabitler segilirken c,In c, ¢?,sinc, e€, Ve, ... gibi se¢imler yapilabilir.

Verilen bir y(x,) = y, baslangi¢ kosulu igin 6zel ¢oziimler de elde edilebilir.

Ornegin 2x(1 + y?)dx — y(1 + 2x%)dy = 0 denkleminin y(0) = 1 olan ¢6ziimii y? = 4x2 + 1 seklindedir.
Diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde “Kismi integrasyon” ve “Basit Kesirlere Ayirma” gibi yontemlerden
faydalanilabilir.

Ornegin x cos y dx — e* sin’y dy = 0 denkleminin ¢dziimii —(x + 1)e™* + In(cos y) = c¢ seklindedir.
Ormegin e*y’ + y — y% = 0 denkleminin ¢oziimii In |%| —e ™ =colur.

Bazi ayrilabilir formda olmayan diferansiyel denklemler degisken doniisiimii yardimiyla ayrilabilir hale

dontstiiriilebilir.

[x+y+2|
[(x+y+1)2-x-y|

2x+2y+1

V3

Omegin y' = (x+y+1)® denkleminin ¢bziimii In + 2+/3arctan ( ) =x+c
seklinde elde edilir.
Ornegin e**Yy’ = ¢2*7Y denkleminin ¢dziimii e?Y — 2e* = ¢ seklindedir.

Ormegin y' = 6xy, y(0) = 1 denkleminin ¢dziimii y = 3% geklindedir.

o 2 2
Omegin xy’ + y = —yx? In x denkleminin ¢6ziimii In|y| + In x (1 + %) - x: = c olur.

sin

in3
P .. Sin°x
Ornegin = dx =

Y dy denkleminin ¢éziimii sin* x + cos* y = c olur,
s3y cosx

Ornegin y' = (x + y + 1)? denkleminin ¢dziimii arctan(x + y + 1) = x + c olur.

y—1 _ .. v e e __l:f . .
e y(0) = 1 denkleminin ¢éziimii y = — seklindedir.

Ornegin herhangi bir Z—z =
Omegin (x + 2y + 5)dx + (3x + 6y — 1)dy = 0 denkleminin ¢oziimii x + 3y + 16In(x + 2y + 1) =¢

seklindedir.



3. Homojen Diferansiyel Denklemler

y' = f(x,y) ile tanimlanan birinci mertebe diferansiyel denklem herhangi bir f fonksiyonu igin y’' = F (X)

X
formunda yazilabiliyorsa bu denklem homojen diferansiyel denklemdir.

x;f denklemi homojen diferansiyel denklemdir.

Omegin y' =
f(x,y) iki degiskenli fonksiyonu A > 0,n € R i¢in f(Ax, Ay) = A" f(x,y) sartin1 sagliyorsa n. mertebeden
homojen bir fonksiyondur.

y' = f(x,y) diferansiyel denkleminde f(x,y) homojen bir fonksiyonsa bu diferansiyel denklem homojen
diferansiyel denklemdir.

Omegin (x? — y?)dx + 3xydy = 0 homojen diferansiyel denklemdir.

Homojen diferansiyel denklemde % = u degisken donilisiimii yapilarak denklem degiskenlerine ayrilabilir hale
getirilir ve ¢oziiliir. % =u =y = ux,dy = udx + xdu olur.

y2—2x2

. 2
Ornegin y' = diferansiyel denkleminin ¢6ziimii Z—z = —41In|x| + ¢ seklindedir.

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 diferansiyel denkleminde hem M(x,y) hem de N(x,y) aymi n. dereceden
homojen fonksiyonlar iseler, denklem homojen diferansiyel denklemdir.

Omegin (xy + y2e7> dx — x2dy = 0 denklemi 2. dereceden homojen diferansiyel denklemdir.

3

1 3 -
(x —y— x_EyE) dx + (x + /xy)dy = 0 denkleminin y(1) =1 olan ¢dziimii 3Inx + 3% +2 (%)2 =5
seklindedir.
Denkleme gore y = ux,y’ = xu’' + u degisken doniisiimii ile de ¢oziime gidilebilir.

— seklindedir.

lem

) dx — x sin%dy = 0 denkleminin ¢6ziimii In|x| + cos% = c olarak elde edilir.

Ornegin y' = ;% diferansiyel denkleminin ¢6ziimii arctan (%) =In

Y
x

Ornegin (x + y sin

.. 2
Omegin  (x3 + 2xy? — y¥)dx — (2y3 — xy? + x?y)dy = 0 denkleminin ¢bziimii In|x| G) -1-
V2

—arctan (@) = ¢ seklindedir.
2 x



4. Tam Diferansiyel Denklemler

z = f(x,y) iki degiskenli fonksiyonu i¢in dz = g—idx + g—idy ifadesine bu fonksiyonun tam diferansiyeli

denir.

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 diferansiyel denkleminde Z—I; ve g—: kismi turevleri var ve ‘;—IZ = ‘;—: sart1
saglaniyor ise denkleme tam diferansiyel denklem denir.

Omegin (5x + axy)dx + (8x% — tan y)dy = 0 denklemi tam diferansiyel denklem ise a = 16 olur.

Tam diferansiyel denklemin ¢oziimii icin F(x,y) = [ M(x,y)dx + h(y) veya F(x,y) = [ N(x,y)dy +
OF(x,y) OF (x,y)
P)

P = M(x,y) esitligi

g(y) fonksiyonu bulunur ve tamliktan yararlanilarak = N(x,y) veya

kullanilarak F (x,y) = ¢ ¢oziimii elde edilir.
Ormnegin F(x,y) = ¢ fonksiyonu cosy dx + (2y — x siny) dy = 0 diferansiyel denkleminde s6yle bulunur:

M(x,y) N(x,y)
oM(x,y) ON(x,y)
3y = —siny = Fp
OF (x, OF (x,
= ( y): ( y)=2y—xsiny

Ox cosy, dy
:fM(x,y)dx=fcosydx+h(y) =xcosy+h(y) =F(x,y)

OF (x,y)
ﬁ —_—
dy

d(xcosy+h
=2y —xsiny = ( ;}y (y))=—xsiny+h’(y)=2y—xsiny=>h’(y)=2y=>h(y)=y2

= F(x,y) =xcosy+y?=¢c
:fN(x,y)dy=f(Zy—xsiny)dy+g(x)=y2+xcosy+g(x)=F(x,y)

dF (x,y) d(y? +xcosy + g(x))
5> —""2=cosy =
Ox 0x

=cosy+g'(x)=cosy=>g'(x)=0=>gkx)=c

= F(x,y) =xcosy+y?=¢c
Ornegin (cosy + y cos x)dx + (sinx — x sin y)dy = 0 denkleminin ¢dziimii F (x,y) = ysinx + x cosy =
¢ seklindedir.
Benzer yontemle [ M(x,y)dx ve [ N(x,y)dy integrallerindeki ortak terim bir kez kullamlarak da F(x,y) elde
edilebilir.

Ornegin (3x2 + 2%) dx + (2 Inx + S) dy = 0 denkleminin ¢oziimii F(x,y) =x3+2ylnx+3lny=c

seklindedir.
Tam diferansiyel denklemde integral alarak da F (x, y) elde edilebilir. Ortak terim 1 kez kullanilir.

Ornegin i—’; dx + ()% — 3)%2) dy = 0 denkleminin ¢ézliimii ;—z — % = ¢ seklindedir.

Ornegin (e* + xye*Y)dx + x%e*Ydy = 0 denkleminin y(1) = 1 olan ¢dziimii xe*” = e olur.

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 denklemi hem homojen hem de tam diferansiyel denklem ise genel ¢6ziim
xM(x,y) + yN(x,y) = c seklindedir.

Omegin (x3 — 2xy?)dx + (2y3® — 2x%y)dy = 0 denkleminin ¢oziimii x(x3 — 2xy?) + y(2y3 — 2x2y) =

¢ olur.



5. Integrasyon Carpani

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 diferansiyel denkleminde Z—I; ve Z—: kismi tiirevleri var ve Z—IZ * g—: oluyor ise

denklemde tam diferansiyel denklem yontemleri uygulanamaz.
Bu durumda bir tam diferansiyel denklem elde edebilmek igin sifirdan farkli bir u(x,y) fonksiyonu
kullanilarak u(x, y)M(x,y)dx + u(x,y)N(x,y)dy = 0 formunda bir denklem elde edilir. Bu bir tam

diferansiyel denklem ise u(x, y) bir integral ¢arpanidir.
My —Ny

= f(x) seklinde ise u(x,y) = e/ F®9 formundaki carpan kullanilir.
N

x’e bagl integral ¢arpant:
Ornegin (1 — xy)dx + (xy — x?)dy = 0 diferansiyel denklemi icin integral ¢arpani i seklindedir ve genel

2
¢oziim Inx — yx + y? = c olur.

y’ye bagl integral ¢arpani: % = g(y) seklinde ise u(x,y) = el 9)ay carpan1 kullanilir.
Ornegin x2ydx + (x3 + 2y3)dy = 0 diferansiyel denklemi igin integral carpan1 y? seklindedir ve genel
3,,3 6

X
Y +2 = colur.
3 6

Homojen denklemler i¢in M(x,y) ve N(x,y) aym dereceden homojen fonksiyonlar ve xM + yN # 0 ise
1
u(x,y) =

xM+yN

¢Oziim

integral carpani kullanilir.

(x* + y")dx — xy3dy = 0 diferansiyel denklemi i¢in integral ¢arpani x—ls seklindedir ve genel ¢6ziim In x —

vt o_

i c olur.

Denklemlere 6zel integral ¢arpanlari da kullanilabilir.

1

x2y3

Ornegin (3x*y” + 2x3y3)dx + 4x°y®dy = 0 diferansiyel denkleminin integral carpani olur ve genel

¢oziim x3y* + x? = ¢ seklindedir.

. 4

Omegin (x? + y? + x)dx + xydy = 0 diferansiyel denkleminin integral garpani x olur ve genel ¢oziim x: +

x2y2
2

x3 . .
t5=c¢ seklindedir.
Ornegin %dx + (y® — Inx)dy = 0 diferansiyel denkleminin integrasyon carpani 3% olur ve genel ¢oziim

1 y? . .
;1n x+>=c seklindedir.



6. Lineer Diferansiyel Denklem

Birinci mertebeden bir diferansiyel denklem A(x).y’ + B(x).y = C(x) formatinda verilmigse bagimli
degiskene gore dogrusal formdadir.

C(x)
A0
P(x).y = Q(x) formunda yeniden yazilirsa birinci mertebeden hneer diferansiyel denklem elde edilir.

A(x).y" + B(x).y = C(x) ile verilen diferansiyel denklem = P(x) ve —= = Q(x) olmak iizere y' +

s L. o dy o 11 . . .
Ornegin x“ In x o txy= liciny + 3V = T lineer diferansiyel denklemdir.
Lineer diferansiyel denklemin ¢oziimiinde u = el P()dx integral carpani kullanilir. Genel ¢6zim y =

u(x).v(x) seklindedir. Burada u(x) = L ve v(x)=[u(x)Q(x)dx+c olmak iizere y=
; (x) [[ u(x)Q(x)dx + c] seklinde genel ¢dziim aranir.

+—olur.
xInx Inx

Ornegin x? In x E + xy = 1 diferansiyel denkleminin ¢éziimii y = —

Ornegin y’ + (tan x)y = cos? x denkleminin y(0) = 1 olan ¢dziimii y = cos x (sinx + 1) seklindedir.

Omegin (x? + 1) ~t 3xy = 6x diferansiyel denkleminin ¢dziimii 2 + s olur.
(x2+1)2

7. Bernoulli ve Riccati Diferansiyel Denklemleri

Kendisi lineer olmayan Bernoulli diferansiyel denklemi 6zel bir degisken degisimi ile lineer diferansiyel
denklem haline indirgenebilir.

Diferansiyel denklem y’+ P(x)y = y"Q(x) formundaysa Bernoulli diferansiyel denklemi olarak
adlandirilir.

Ormegin y' + xy = xy? bir Bernoulli diferansiyel denklemidir.

Bernoulli diferansiyel denkleminin ¢6ziimii i¢in denklemin her iki yan1 y =™ ile garpilir, elde edilen denklemde
z = y1™™ degisken degisimi yapilir. Elde edilecek lineer diferansiyel denklemde z = uv ¢dziimii aranarak
sonuca ulagilir.

1-y?
2

Ormegin y’ + xy = xy> denkleminin ¢dziimii In ( ) = x2 + ¢ seklindedir.

Omegin y' + y = 2xe~2*y~1 denkleminin y(0) = 1 olan ¢dziimii y? = (2x2 + 1)e~2* olur.

Ornegin y' — iy = y3(1 + In x) denkleminin ¢dziimii 3% = — %x (2+3Inx) + xc—z seklindedir.

Bernoulli diferansiyel denklemi gibi Riccati diferansiyel denklemi de 6zel bir doniisiim ile lineer diferansiyel
denkleme doniistir.

Diferansiyel denklem y’ + P(x)y? + Q(x)y + R(x) = 0 seklinde ise Riccati diferansiyel denklemi olarak
adlandirilir. Bu denklem bir 6zel ¢6ziimii olan y; fonksiyonu biliniyor ise ¢oziilebilir. y = y; + é, y =y —
j—z dontisiimleri ile z' — [2y,P(x) + Q(x)]z = P(x) formundaki lineer diferansiyel denklem elde edilir.

Ornegin y' + e *y? — 3y + e* denkleminin &6zel bir ¢dziimii y; = e* ise denklemin genel ¢dziimii
e *(y —e*)(x — c) = 1 seklindedir.



8. Yiiksek Dereceli Birinci Mertebeden Diferansivel Denklemler

I. Bagimh Degiskenin Polinomu Formundaki DD: F(x,y,(y')™),n > 1 tipindeki n. derece diferansiyel
denklemin ¢dziimiinde ¥y’ = p, (y')? = p?, ..., (y')™ = p" doniisiimleri ile y degiskenine gére birpolinom

haline getirilerek ¢oziiliir.

n. derece denklem igin p degisken dontisiimii ile F;(x,y,c) = 0,...,E,(x,y,c) = 0 ¢oziimleri elde edilir.
Genel ¢oziim F; (x,y,c). .... E,(x,y,c) = 0 seklindedir.

Ornegin x2(y")? — 4xyy’ — 5y? = 0 denkleminin ¢dziimii (y — cx>)(xy — ¢) = 0 olur.

Omegin (y)(y' — 1)(y' — x)(y' — 2y) = 0 denkleminin ¢dziimii (y — ¢)(y —x — ¢) (y - xz—z - c) (Iny —
2x — c¢) = 0 seklindedir.

Ormegin x2(y")? + 2xyy’ + y? — x2y* = 0 denkleminin ¢dziimii y?(c?x? — x?In%?x) — 1 = 0 olur.

Il. Clairut DD: Diferansiyel denklem y' =p i¢in y = xp + f(p) seklinde ise Clairut denklemi olarak
adlandirilir.

Clairut denkleminde x’e gore tiirev alinarak (x + f'(p))p’ = 0 elde edilir. p’ = 0 = p = ¢ bulunur ve genel
¢6ziim y = xc + f(c) olarak elde edilir. x + f'(p) denkleminden de tekil ¢6ziim bulunur.

Tekil ¢6ziim genel ¢oziimden elde edilemez ve keyfi sabit bulundurmaz.

Ornegin y = xy' +$ diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii y = cx +% ve tekil ¢oziimii y? = 4x
seklindedir.

Ornegin y = xp — Inp + 1 denkleminin genel ¢dziimii y = xc —Inc + 1 ve tekil ¢dziimii y =2+ Inx
seklindedir.

Ornegin y’' = xy — 24—7 (v")? denkleminin genel ¢dziimii y = xc — %C3, tekil ¢oziimii y2 = x3 olur.
Omeginy = xp + 2\/5 denkleminin genel ¢éziimii y = xc + 2+/c ve tekil ¢oziimii y = —% olur.

I1l. Lagrange DD: y = xf(p) + g(p) diferansiyel denklemi Lagrange diferansiyel denklemi olarak
adlandirilir.

Coziim i¢in her iki yanin x’e gore tiirevi almarak p — f(p) = [xf'(p) + g'(p)]p’ denklemi elde edilir. p —
f(p) = 0 olarak kabul edilirse p, kokleri denklemde yazilir ve y = xf (py) + g(px) tekil ¢oziimleri elde
edilir. p — f(p) # 0 olarak kabul edilirse genel ¢6ziim bulunur.

Ormegin y = x + p? — §p3 denkleminin tekil ¢oziimii y = x +§ ve genel ¢oziimii (y —¢)? = %(c —x)3
seklindedir.
IV. F(x,p) = 0,G(y,p) = 0 Tipindeki DD: F(x,p) = 0 denkleminden y = [ f(x)dx + ¢ genel ¢dziimii,

G(y,p) = 0 denkleminden f% = x + ¢ genel ¢dziimii elde edilir.

T e . x . .
Ornegin x = sin(y’) denkleminin ¢6ziimii y = x arcsinx — [ — dx + c seklindedir.
Ornegin x2 = (y")?(a? — x?) denkleminin ¢oziimii (y — ¢)? = a? — x? seklindedir.
Ornegin 9yp? — 4 = 0 denkleminin ¢dziimii 4y3 = (¢ &+ 2x)? olur.

V.v = f(x,p) ve x = g(y,p) Tipindeki DD: y = f(x,p) denklemi i¢in Z—Z = % + %% denklemi bulunur
ve buradan genel ve tekil ¢oziimler elde edilir. x = g(y, p) denklemi igin Z—; = Z—i + Z—ii—z denklemi bulunur

ve buradan genel ve tekil ¢oziimler elde edilir.

Ornegin y = p%? — xp + x2_2 igin tekil ¢oziim y = %, genel ¢oziim y = x? + cx + ¢? olur.

Ornegin y = 2px + x? + ,92_2 igin tekil ¢oziim y = —x2, genel ¢oziim y = _x2_2 + cx + %2 olur.
Ornegin y = px In x denklemi i¢in tekil ¢6ziim x = 1 ve genel ¢6ziim y = c In x seklindedir.
Ornegin x = y/2p — y?p?/2 igin 27y* = —32x3 tekil ve y2 — 2cx — ¢? = 0 genel ¢dziimii gelir.



9. Devre Uygulamalari — I: RL-RC Devreleri

RL devresi seri olarak bagli bobin ve direncten kurulu bir gerilim ya da akim kaynag: tarafindan beslenen bir
devredir. Kirchoff Voltaj Kanunu kapali bir devrede toplam voltajlar i¢in Vi + V, = V denklemini verir.
Dolayisiyla t, aninda devreden i, akiminin gectigi varsayilirsa ve elektromotor kuvvetinin V (t,) = V,, olmasi
durumunda devreden gegecek akimin, i(t), zamana gore degisimini veren diferansiyel denklem elde edilir:

Ldi+R'—V
ac T

Her iki tarafin L’ye boliinmesi ile lineer bir denklem elde edilir: E + Ei = K to aninda i = iy oldugundan

_Rt

it)=2=2 + (10 - —) e T bulunur. iy = 0 i¢in ¢oziim i(t) = = (1 —e L) seklindedir.

RC devres1, veya RC filtresi, direng ve kapasitdrden olusan ve gerilim veya akim kaynagi tarafindan beslenen
bir elektrik devresidir. Kirchoff Voltaj Kanunu toplam voltaja uygulanirsa RC devresinde Vi + V. =V elde
edilir.

Buradan Ri + % [idt =V elde edilir. Devrenin sabit voltajli kaynaktan beslendigi varsayilirsa, bu

denklemden asagidaki diferansiyel denklem elde edilir (i = %, q=/[ idt).

Her iki tarafin R’ye boliinmesiyle lineer bir diferansiyel denklem elde edilir; 2 + ( )q = 0. Denklemin

¢Oziimii g = — e_ﬁ seklindedir.

o

Ornegin RL devresmde elektromotor kuvvetinin 110 sin 1207t uyarinca degistigi durumda L = 3 H, R = 15
ohm olarak Verlldlgmde ve t = 0 aninda i = 0 amper olduguna gore devreden gecen akimin zamana gore

fonksiyonu i(t) = (sin 120wt — 24m cos 120nt + 24me~>t) seklindedir.

3(1+576 2)
Bir RC devresinde R = 10 ohm, € = 1073 farad ve E(t) = 100 sin 120mt olarak verildiginde t = 0 aninda
q = 0 olduguna gore kondensatorde depolanan elektrik yiikiiniin zamana bagli fonksiyonu q(t) =

~100t
T (5sin 1207t — 6m cos 1207t) + m

Bir RL devresinde direng R = 50 ohm, bobin L = 10 H bulunmakta ve t = 0 aninda anahtar kapatildiginda
V = 100 V sabit voltaj uygulanmaktadir. Akimin denklemi i(t) = 2(1 — e~°%) iken t = 0.5 aninda 1.8358 A
akim bulunmaktadir.

Bir RL devresinde 5V elektromotor kuvveti, 50 ohm bir direng ve 1 H bir bobin ve sifir baslangi¢c akimi
bulunmaktadir. Herhangi bir ¢t aninda devredeki akim i(t) = 0.1(1 — e~>%) A seklindedir.

Bir RC devresinde R =5W ve C = 0.02 F elemanlar1 E = 100 V giiciinde bir pile baglanmistir. t = 0
~10t)

aninda kapasitorde sifir voltaj bulunmaktadir. Kapasitérdeki voltajin denklemi q(t) =2(1—e
seklindedir.

Bir RC devresinde R = 10W,C =4 x 1073 F ve E = 85 cos 150t V bilesenleri icin t = 0 aninda anahtar
kapatildiginda kondensatordeki yik —0.05C ise t >0 anindaki yik q(t) =0.0092cos150t +

0.055sin 150t — 0.0592e 2% ve akim ise i = % oldugundan i(t) = —1.38sin 150t + 8.25 cos 150t +
1.48e~25¢ seklindedir.

10



10. Yiiksek Mertebeden Sabit Katsayili Lineer Homojen Denklemler

F(x, v,v,y", ...,y(")) = 0 diferansiyel denklemi n. mertebeden diferansiyel denklemdir.

ag, 4y, ..., A, sabit sayilar olmak iizere ayy™ + a,y™ ™V + .-+ a,y = 0 denklemi n. dereceden sabit
katsayil1 lineer homojen denklemdir.

L: Lineer operator olmak tizere bu denklem L[y] = 0 seklinde sembolik olarak gosterilir.

;—x =D (Tiirev operatoril) olmak iizere y' = Dy,y" = D?y,...,y™ = D"y olacagimdan bu denklem
(apD™ + a, D" 1 + -+ a,_;D + a,)y = 0 veya L(D)y = 0 seklinde gosterilebilir.

L[y] = 0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz n tane 6zel ¢oziimii bulunursa, genel ¢6ziim y = ¢;y; +

C2Y2 + -+ ¢y Olur.

V1 V2 Yn
2SN Y . . L
W = : : : determinantina y,, y,, .., ¥, fonksiyonlarinin Wronskiyeni denir. W #
-1 -1 -1
W Y

0 ise y4, Vs, ..., V,, fonksiyonlar1 lineer bagimsizdir.
L[y] = 0 denklemine y = e™ formunda &6zel ¢oziimler arayalim. y' = re™,y" = r2e™, .., y™ = rne™™
olur. Bu degerler L[y] = 0 denkleminde yerine yazilirsa

(apr" + a4+t ap_r+a)e™ =0
olur. e™ # 0 olduguna gére agr™+ a;r™ ! + .-+ a,_,r + a, = 0 denklemi elde edilir. Bu denklem n.
dereceden polinom denklemidir ve L[y] = 0 denkleminin karakteristik denklemi olarak adlandirilir.
Karakteristik denklemin birbirinden farkli 14,75, ..., 73, seklinde kokleri varsa y; = e™*,y, = e™*, .., y, =
e™* ¢oziimleri L[y] = 0 denkleminin 6zel ¢6ziimleridir ve bu ¢éziimler lineer bagimsizdir. Genel ¢6ziim y =
cie’* 4+ c e 4+ - 4+ ¢ e™* olur.
Karakteristik denklemin r; = r, = -+ = 1, # 1441, ..., Ty seklinde k —katl kokleri varsa genel ¢ézim y =
(c1 + cx + -+ x*)e™* + - + ce™* olur.
Karakteristik denkleminr = a + i3, , = a — i seklinde kompleks kokleri var ve diger kokleri reel ise genel
¢oziim y = (cq cos Bx + ¢, sin Bx)e™ + c;e™* + -+ + ¢, e™* olur.
Ornegin ozel ¢oziimleri y;, = e¥,y, = e™* olan diferansiyel denklemin genel ¢oziimii y = c;e* + ce™
seklindedir.
y1 = x2%,y, = x3,y3 = x72 6zel ¢oziimlerine sahip olan diferansiyel denklemin genel ¢oziimii y = c;x? +
c,x3 + c3x~2 seklindedir.
Ornegin (D3 + 2D? — 5D — 6)y = 0 denkleminin ¢dziimii y = c;e™™ + c,e 3% + cze?* olur.
Ornegin y'"" — 3y" + 3y’ —y = 0 denkleminin ¢dziimii y = c;e* + c,xe* + c3x%e* olur.
Ornegin (D? — 2D + 10)y = 0 denkleminin ¢dziimii y = e*(c; cos 3x + ¢, sin 3x) seklindedir.
Omegin  (D* +5D? —36)y =0 denkleminin ¢dziimii y = c;e?* + c,e ¥ + ¢3 cos 3x + ¢, sin 3x
seklindedir.
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11. Belirsiz Katsavilar Yontemi

L: Lineer operatdr olmak iizere L[y] = agy™ + -+ + a,y = F(x) denklemi homojen olmayan sabit katsay1li
lineer diferansiyel denklemdir.

Denklemin genel ¢6ziimii denklemin homojen kisminin ¢6ziimii ile denklemin bir 6zel ¢ézlimiiniin toplamidir.
Denklemin homojen kisminin genel ¢6ziimii U, L[y] = F(x) denkleminin 6zel bir ¢éziimii V ise genel ¢oziim
y=U+Volur.

I. F(x) polinom fonksiyonu ise: a, # 0 ise P(x), F(x) ile aym dereceli polinom fonksiyonu olmak tizere
V(x) = P(x) 6zel ¢oziimii aranir.

a, =0,a,_, # 0ise V(x) = xP(x), ap_, = 0,a,_, # 0ise V(x) = x2P(x) vs. seklinde bulunur.

Ornegin y'"" + 2y" —y' — 2y = x? diferansiyel denkleminin genel ¢dziimii y = c;e* + c,e™ + cze ™2 —

2x2 + 1x — 2 seklindedir.

2 2 4

Omegin y'"’ + y" = x% + 1 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimii y = ¢; + c,x + cze™* + %x‘* — §x3 +
zxz olur.

Il. F(x) = ke™ seklinde ise: k ve m bilinen sabitler ise A belirlenecek bir sabit olmak tizere V(x) = Ae™
0zel ¢Ozimii aranir.

Ornegin y" —y' — 2y = e3* denkleminde ¢dziim y = c;e™™ + c,e?* + ie3x olur.

Denklemin bir veya birden ¢ok (k tane) kokii m olursa 6zel ¢oziim V = A. x*. e™* seklinde aranir.
3+129

e diferansiyel denkleminin genel ¢oziimi y = cle< 2 >x +

Omegin y" —4y" —2y' + 5y ==<e

2
(—3_‘/2_9)x 3
cpe\ 2 + c3e* — Exex seklindedir.

. F(x) = k, sin Bx veya F(x) = k, cos Bx seklinde ise: V(x) = A sin fx + B cos Sx seklinde 6zel ¢6ziim
aranir.

Ornegin y"” —y' — 2y = sin 2x diferansiyel denklemi igin genel ¢dziim y = c;e™™ + c,e?* — ;—Osin 2x +
1

—cos 2x olur.

20

IV. F(x) = e™w(x) seklinde ise: Burada w(x) trigonometrik veya bir polinom olabilir. Bu durumda V (x) =
e™P(x), V(x) = e™P(x)sinBx veya V(x) = e™ P(x) cos fx formunda olur.

Omegin y'"" — 6y" + 11y’ — 6y = 2xe™* diferansiyel denkleminin genel ¢dziimii y = c;e* + c,e?* +
1 13 —_ . .
cze3* + (— SX— m) e™* seklindedir.

F (x) birden ¢ok formda fonksiyondan olusuyorsa her bir parga i¢in V3, V, gibi 6zel ¢oziimler bulunur ve V =
Vy + V, olur.
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12. Cauchy-Euler & Legendre Diferansiyel Denklemleri

xty™ 4 qx" "y 4y g ox2y" +a,_1xy' +a,y = F(x) denklemi Cauchy-Euler diferansiyel
denklemidir.

Bu denklemin ¢dziimii igin x = e* > t = Inx degisken doniisiimii yapilir.

xy' =Dy, x*y" =D(D — 1)y, x3y"" =D(D —1)(D = 2)y, .. x"y™W =D(D -1)..(D —n+ 1y
degerleri Cauchy-Euler denkleminde yerine yazilirsa sabit katsayili lineer diferansiyel denklem elde edilir.
Genel ¢oziim elde edildikten sonra t = In x yazilarak ¢6ziim bulunur.

Ornegin x3y""" — 3x%y" + 6xy’ — 6y = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimii y = c;x + c;x? + c3x°
seklindedir.
Ormnegin x2y" + 4xy’ + 2y = In x denkleminin genel ¢6ziimii y = Cx—l + ;—2 + %ln X — Z seklindedir.

a ve b sabit sayilar olmak iizere (ax + b)"y™ + a,(ax + b))ty D 4.4 q, ,(ax + b))y + a,y =
F(x) denklemi Legendre diferansiyel denklemidir.

Bu denklemi ¢ézmek i¢in (ax + b) = et - t = In(ax + b) yazlir.

(ax + b)y' = Dy, (ax + b)?y" = D(D — 1)y, (ax + b)3y"" = D(D — 1)(D — 2)y, ... elde edilir. Denklem
sabit katsayil1 lineer diferansiyel denkleme doniistiiriilerek ¢oziiliir.

Omegin (x + 1)3y"" +3(x + 1)%y" — 2(x + 1)y’ + 2y = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimii y =

ci(x+ 1)+ c[In(x + D](x+ 1) + (xf;  olur.

Omegin (x — 1)3y"" +2(x — 1)?y" —4(x — 1)y’ + 4y = 4In(x — 1) diferansiyel denkleminin genel
cozimiiy = c;(x — 1) + c(x — 1)? + c3(x — 1)72 + In(x — 1) + 1 seklindedir.
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13. Degisken Katsayili Lineer Homojen DD & Mertebe Diisiirme Yontemi

D1, P2s » Pny X'in siirekli fonksiyonlart olmak iizere L[y] =y™ +p,y® Y + -+ p,_ 1y +p,y=0
denklemi degisken katsayili lineer homojen diferansiyel denklemdir. y4,y,,...,¥, fonksiyonlarinin
Wronskiyeni W (x) olsun. x = x, i¢in tanimli L[y] = 0 denklemi igin W (x) = W (x,)e ™/ Pr™9% pagintis:
vardir. Bu baginti y" + p;y’ + p,y = 0 denkleminin 6zel bir ¢dziimiiniin bilinmesi durumunda genel

¢Ozlimiiniin bulunmasi i¢in kullanilir.
. = [p1(xdx .
y" 4+ p1y" + py = 0 denkleminin bir 6zel ¢oziimi y; olsun. y = c;y4 f%dx + ¢, y; denklemi bu
1
denklemin genel ¢oziimiidiir.
Sonug olarak a,(x)y" + a,(x)y" + ay(x)y = 0 homojen denkleminin bir ¢bztimii y; verilmis ise diger lineer
—fal(x)dx
e

ap(x)
bagimsiz ¢éziimii y, = y; [ % dx seklinde bulunur.
1

Omegin (x + 1)2y" + (x + 1)(x — 2)y’ + (2 — x)y = 0 denkleminin bir 6zel ¢oziimii y; = x + 1 ise genel
¢ozimi y = ¢ (x + D(x + 2)e ™™ + c,(x + 1) olur.

[yl = y™ + py@ D + oo+ p,_1y" + py = 0 denkleminin 6zel bir ¢oziimii y; olsun. y = y, z doniisiimii
yapilir. Buradan y',y", ..., y™ tiirevleri hesaplanir ve denklemde yerine konur. z' = w alimrsa w®™ D +
aw®™®? ...+ q,_;w =0 denklemi elde edilir. Bu denklemin bir 6zel ¢dziimii y, olsun. w = y,w,
dontisimii yapilir. Benzer sekilde denklemin mertebesi bir daha diisiiriilebilir. Siire¢ sonunda L[y] = 0

denkleminin y;, y,, ..., ¥ gibi lineer bagimsiz ¢oziimleri bilinirse, w; = (f) S Wy = (f) e Wiq = (f) '
doniisiimleri yardimiyla denklemin mertebesi diisiiriiliir. Genel ¢6ziim son asamada elde edilir.
Ormegin x3y"" —3x%y" + 6xy’ — 6y = 0 denkleminin bir dzel ¢dziimii y, = x ise genel ¢dziimii y =

~c12% + cox% + c3x seklinde elde edilir,

y® +p,y®D 4.+ p. 1y + p,y = F(x) denkleminin y;, y,, ..., y,, gibi m tane lineer bagimsiz ¢oziimii
bilinirse mertebesi (m — 1) kadar disiiriiliir. Genel ¢6ziim y; + y;, olarak elde edilir.

Omegin (2x — x2)y" + 2(x — 1)y’ — 2y = —2 denkleminin y; = 1,y, = x iki dzel ¢dziimii ise denklemin
genel ¢oziimii y = ¢; (x? —x + 1) + ¢c,(x — 1) + 1 seklindedir.

a,(x)y" +a;(x)y’ +apy = F(x) denklemi 2. Mertebeden degisken Kkatsayili lineer diferansiyel
denklemdir. y; bu denklemin homojen kisminin 6zel ¢6ziimii olsun. y = y,z degisken doniisiimii yapilirsa
a,y.z" + (2a,y’ + a;y,)z' = F(x) denklemi elde edilir. z' = w dersek bu denklem a,y,w' + (2a,y’ +
a,;y;)w = F(x) olur ve bu denklemin ¢6ziimiinden w bulunur. z' = w dan z bulunur. y = zy, ¢oziimii
istenen genel ¢oziimdiir.

Omegin x2y" — (x? + 2x)y’ + (x + 2)y = x3 diferansiyel denkleminin homojen kisminin bir ¢dziimii y; =
x ise denklemin genel ¢dziimii y = ¢;x + c,xe* — x? seklindedir.
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14. Devre Uygulamalari — I1: RLC Devresi

Bir RLC devresi sabit olarak bagl bir direng, bir bobin ve bir kapasitorden olusur. Devreye sabit elektromotor

kuvveti E’nin uygulandig1 varsayilsin. Bu devre i¢in Lz—i + Ri + % [idt =E denklemi yazilir. [ i = q ile

denk olarak L % + Ri + %q = E elde edilir. Tiirevi alinirsa

AL IR .
a2 " tar ¢t

ikinci mertebe lineer homojen denklemi elde edilir.

[g2_L
R_I_RC

Bu denklemin karakteristik polinomu Lm? + Rm +% = 0 olur. Kokleri m;, = T

olur. Burada
ti¢ durum vardir.

i) R > % olmasi durumunda m, ve m, gergel, farkli ve negatiftirler. Genel ¢oziim i(t) = Ae™! + Be™2!
seklindedir.

i) R?2 = % olmasi durumunda m, ve m, gergel, negatif ve esittirler. Genel ¢oziim i(t) = (4 + Bt)e_%
seklindedir.

i) R?2 < 4C—L olmas! durumunda m,; ve m, komplekstirler. Genel ¢oziim i(t) = e~ *'(A cos wt + B sin wt)

. . R 1 RZ2
seklindedir. Burada « = —,w = |— — —olur.
2L \I LC  4L2

.. - 2 [ [ - -
Omegin sabit voltajdan beslenen bir seri RLC devresinde S + 4 + 4i = 0 denklemi ile i(0) = 24,i'(0) =
4 kosullar1 verilmisse akim i(t) = (2 + 8t)e 2t seklindedir.
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15. Parametrelerin Degisimi Yontemi

Parametrelerin (sabitlerin) degisimi yontemi hem sabit katsayili hem de degisken katsayili homojen olmayan
lineer denklemlerin hem 6zel hem de genel ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilan genel bir yontemdir.

Bu yontemin 6n kosullari soyledir: i) L(D)y = b(x) diferansiyel denkleminin L(D)y = 0 homojen kisminin
lineer bagimsiz ¢oziimlerinin olusturdugu T = {y4, Vs, ..., Y} temel ¢oziimler kiimesinin biliniyor olmasi,
yani homojen kismin y, = ¢y, (x) + ¢y, (x) + ==+ + ¢y, (x) genel ¢6ziimiiniin biliniyor olmasi gerekir, ii)
b(x)’in bir I araliginda tanimli ve stirekli bir fonksiyon olmasi gerekir.

Yontemin esast y — h = ¢;y,(x) + -+ + ¢y, (x) denklemindeki ¢y, cy, ..., ¢, sabitlerinin yerine bagimsiz
degiskenin v; (x), v,(x), ..., v, (x) fonksiyonlarini almak ve bu yeni fonksiyonlar1 y = v; (x)y; + v,(x)y, +
-+ 4+ v, (x)y, ¢6ziimiiniin denklemi saglayacak sekilde belirlenmesidir.

Bu ¢oziimii saglayacak v;(x), v,(x), ..., v, (x) fonksiyonlar1 yerine yazilarak 6zel ¢ozim ys; = v;(x)y; +
-+ 4+ v, (x)y, ve genel ¢6ziim y = y;, + y; olacak sekilde elde edilir.

Ikinci mertebe v + p(x)y’ + q(x)y = f(x) diferansiyel denklemini ele alalim. Homojen kismi y’' +
p(x)y' + q(x)y = 0i¢in y; ve y, gibi iki tane lineer bagimsiz ¢6ziim fonksiyonu ve y, = u = ¢;y; + ¢V,
seklinde homojen kismin ¢ézliimii vardir.

Homojen olmayan denklemin ¢oziimii i¢in y5; = v = u; (x)y; + u,(x)y, formunda biz ¢6ziim aranir.

Y1 Y2 y2f (%) yif (x)
Burada W(y,, y,) = |y1’ Vo W1y WO1y)

¢oziim v = uyy; + uyy, olur.

/| olmak tizere u; = — [ dxveu, = [ dx seklindedir ve ozel

Omegin y"' — y = e* denkleminin ¢oziimii y = c,e* + c,e™ + %xex - %e" seklindedir.
2

. o e o — X - X -
X denklemin ¢dziimii y = c;e™™ + cye3* — 5 € X+ e3x (—1—66 ax

Ornegin  y"" — 2y’ — 3y = xe™

1 _ .
e 4") olarak elde edilir.

Ornegin t?y" — 2y = % diferansiyel denkleminin homojen kisminin ¢éziimii y = ¢;t? + cz% ise denklemin
genel ¢oziimii y = ¢;t? + ¢, % — % - %ln t seklindedir.

Omegin xy" — (1 + x)y’ + y = x?e?* denkleminin homojen kisminin ¢dziimleri y; = e¥ vey, = 1 + x ise
denklemin genel ¢6ziimii y = c;e* + c,(x + 1) + %ezx olur.
Omegin y" +y = ﬁ denkleminin genel ¢ozimii y = ¢; cosx + ¢, sinx — x cos x + In|sin x| sinx

seklindedir.
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16. Laplace Doniisuimii

f(t),t € R" araliginda tanimh bir fonksiyon, s ise a < s < b i¢in degisen bir parametre olsun. F(s)
fonksiyonu F(s) = | 0°° f(t)e Stdt seklinde tanimlansin. s nin biitiin degerleri i¢in bu integral mevcut ise bu

integralle tanimlanan F (s) fonksiyonuna f (t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii denir ve F(s) = L{f (t)}ile
gosterilir. Bazi Laplace dontistimleri soyle verilir:

f(x) F(s)
1 1/s
eax 1
S —'Cl
n.
xn Sn+1
b
sin bx _
s2 -g b?
cos bx Sz-ll;—bz
e sin bx m
o eospe | S0
e CosS bx (S — a)z T b2

Laplace doniisiimiiniin bazi temel 6zellikleri sdyle siralabilir:
Laplace doniisimii lineerdir: L{c; f; (x) + c2f2(x)} = c1 L{f1 ()} + . L{f2 (%)}
N

L{F ()} = F(s) ise L{e™f(x)} = F(s — @) ve LU (1)} = F(s) ise L{f (ax)} = 1 (2)
L{F (O} = F(s) ise L{(=D)"x"f (x)} = LW

dsn

Omegin f(x) = 5 + e* + 3 cos x fonksiyonunun Laplace déniisiimii E + S_% + 523 +S-1 seklindedir.
= < - . . v e e 2as
Ornegin x sin ax fonksiyonunun Laplace doniistimii — Grrar? olur.

L{f' ()} = sLFO)Y = £(0) ve L{fM ()} = s"L{f(x)} = s"71f(0) — - — f*7D(0) olur. Ayrica
L[ F(©ydt} = °2 seklindedir.

L{f (x)} = F(s) olacak bi¢imde bir f(x) fonksiyonu var ise f’ye F’nin ters Laplace doniisiimii denir ve
f(x) = L7HF(s)} ile gosterilir.

Ters Laplace doniisiimii, Laplace doniisiimii ile benzer 6zelliklere sahiptir.

. 2,—-X
Ornegin L‘l{ dovlz } = 4e~* — 4xe~** gseklinde iken L‘l{ > } =2°_(3-x)olur.

s2+48s+16 (s+1)* 2

Ters Laplace doniisiimiinii elde etmek igin bir yol, eger miimkiinse, fonksiyonu kismi kesirlerin toplami olarak
ifade etmek ve her bir kismi kesrin ters Laplace doniistimiinii hesaplamaktir.

- . _ 2s+4 8 1 _ 1 _
OrneglnL 1{—} = —e2X _—e™X _ 73X qlur,
(s—2)(s2+4s+3) 15 3 5

> s -1 1 _ l . l . . .
Ornegin L {—(52+4) (s+1)} = —sin 2x + 5 sinx seklindedir.

Eger L7HF(s)} = f(x) ve L7H{G(s)} = g(x) ise L7HF(s)G(s)} = foxf(t)g(x — t)dt olur.
Ornegin L‘l{

$2(s2 +1)} = x — sin x seklindedir.

I'(x) = f0°° e~ tt*~1dt fonksiyonuna Gamma fonksiyonu denir. I'(1) = 1. I'(x + 1) = xI'(x) olur. Ayrica
r'(n+1)

r (%) = V7 seklindedir. £{t"} = "2V opyr.

sn+1

3

Ornegin £{5¢? + 2t%/?} = ? + 2\/; seklindedir.
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17. Seri Yonteminin Temelleri

f(x) = Yoo anx™ serisine f(x) fonksiyonunun x’in kuvvetlerine gore seriye agilimi denir. x = x; i¢in bu
toplam belli bir sayiya yaklagiyorsa seri x = x; noktasinda yakinsak, yaklagsmiyorsa seri x = x; noktasinda
raksaktir.

f(x) = Yoo an(x — xo)™ serisine f(x) fonksiyonunun (x — x,)’1in kuvvetlerine gore seriye agilimi denir.
X = X, i¢in seri yakinsaktir. ), @, (x — x¢)™’in herhangi bir degeri i¢in seri belli bir degere yaklagmiyorsa
seri 1raksaktir.

Bu iki seri tipine kuvvet serileri denir.

f(x) = f(0) +f1—(l0)x+f2(,0) 2 4o L0 (O) X" A=Y Of n'( ) ™ serisine f(x) serisinin Maclaurin

serisi denir.
oo f( )(xo)

(x — xo)"™ serisine f(x) fonksiyonunun Taylor serisi veya Taylor agilim1 denir.

an

Ym0 AnX™ kuvvet serisini gz Oniine alalim. lim
n—->oo

= R ise |x| < R igin seri yakinsaktir. R’ye serinin

an+1
yakinsaklik yarigap1 denir. |x| > R igin seri raksaktir. Yo a, (x — xo)™ serisi |x — x¢| < R i¢in yakinsak,
|x — x| > R i¢in raksaktir.

Ornegin y(x) = Yo, n(x + 1)™ serisi —2 < x < 0 araliginda yakinsaktir.

Ornegin Y57, CHD? Serisinin yakinsaklik yarigap1 2, yakinsaklik araligi —3 < x < 1 olur.

Ornegin (x — 3)y’ + 2y = 0 denkleminin ¢dziimii y(x) = ay Yoy nTHxn seklindedir. Coziimiin yakinsaklik
yarigap1 3 tir.

Ormegin x2y’ = y —x — 1 denkleminin ¢oziimii y(x) =1+ x + Yo ,(n — 1)! x™ seklindedir. Céziimiin
yakinsaklik araligi 0’dir. O halde diferansiyel denklemin bir kuvvet serisi ¢oziimii yoktur.

(_1)kx2k

Omegin y"" +y =0 denkleminin x, = 0 civarinda kuvvet serisi ¢oziimii y(x) = a, ZZ‘L()W
o (_1)kx2k+1 . .
aq Zk:o w sekhndedlr.
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18. Baz1 Savyisal Yontemler

Euler Yontemi. Euler yontemi baslangic deger problemleri igin en basit yaklagim teknigidir. Bu yontemle iyi

tanimlanmis Z—Jt/ = f(t,y),a <t <b,y(a) = a baslangic deger problemine yaklagimlar elde etmek

amaglanmaktadir. Euler yontemi Taylor serisinin ilk iki terimini kullanir ve birinci mertebeden tiirevleri
kapsar. Kalan terim silinerek her bir i = 1,2, ..., N i¢in y(t;) = y; yaklasimlar olusturulur:

Yo = &, Yiy1 = Yi + hf (t;, y).
Ormek:y' =y —t2+1,0 <t < 2,y(0) = 0.5 baslangi¢ deger probleminin t = 2 noktasindaki ¢dziimiinii
elde etmek i¢in Euler yontemini kullaniin.
Coziim: yo, = 0.5;y, = 1.25;y, = 2.25;y3 = 3.375;y, = 4.4375.
Omek: v =y—t2+1,0<t<2,y(0) =05 baslangic deger probleminin y(2) ¢dziimiinii Euler
yonteminde N = 10 alarak belirleyin ve diigiim noktalarindaki degerleri y(t) = (t + 1)? — 0.5e¢ kesin
¢cOziimiiniin degerleri ile karsilastirin.
Cozim: Yo = 0.5,y =0.8,y, = 1.152,y; = 1.5504, y, = 1.98848, y5; = 2.458176, Ve =
2.9498112,y, = 3.4517734,yg = 3.9501281, y, = 4.4281538, y,, = 4.8647845.
Omnek: y' = —y +t+ 1,0 <t < 1,y(0) = 1 baslangic deger probleminin y(1) yaklasik degerini N = 10
alarak Euler yontemi ile belirleyin.

Cozim: yo = 1,y, = 1,y, = 1.01,y5 = 1.029,y, = 1.0561, ...,y = 1.28742,y,, = 1.348678.

Ornek: y' = %, y(1) = 0 baslangi¢ deger problemi igin y(1.2) ve y(1.4) degerlerini Euler yontemi ile

bulunuz.
Cozim: yo =0,y, = —0.4,y, = —0.6.

Runge-Kutta Yontemi (Dérdiincii Mertebe Runge-Kutta Yontemi): y;,1 = y; + % (ki + 2k, + 2k5 + k) seklindedir.

Burada ky = f(t;,¥)). kz = f (ti + 3hyi +3kah) ks = £ (t; + 3h,yi +2kah), ks = F(t; + B, y; + kgh) olur.
Ornek: y' =y — t,y(0) = 2 baslangi¢ deger probleminde y(0.1) degeri 2.2050 olarak bulunur.

Ornek: y' = 3e~¢ — 0.4y, y(0) = 5 baslangi¢ deger probleminde y(3.0) degeri 2.759 olarak bulunur.

Ornek: y' = =2y + t + 4,y(0) = 1 baslangi¢ deger probleminde y(0.2) degeri 1.3472 olarak bulunur.

Ornek: y' = 37.5 — 3.5y, y(0) = 50 baslangi¢ deger probleminde y(3.0) degeri 11455 olarak bulunur.
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