SAYISAL ANALIZ

Ders Ozetleri — 2023 Bahar



Icerik
Icindekiler
) (T35 1 PSR SUPUPOUPRPP: 2
1. Temel Kavramlar — I: Bazi Analiz Teoremleri ..............ccccooiiiiiiiiiiiiiiiiine e 3
2. Temel Kavramlar —II: Taylor Teoremi ve Makine SayIlart ................ccocooiiiiininiicics s 4
3. Temel Kavramlar — I1I: Kayan Nokta Gosterimi, Hatalar ve Algoritmalarla Yakinsama ......................... 5
4.  Dogrusal Olmayan Denklemlerde Kok Bulma Yontemleri — I: Kapali Aralik Yontemleri........................ 6
5. Dogrusal Olmayan Denklemlerde Kok Bulma Yoéntemleri — I1: Newton-Raphson Yoéntemi...................... 7
6.  Dogrusal Olmayan Denklemlerde Kok Bulma Yontemleri — I11: Sekant ve Sabit Nokta...............c.cccceee. 8
7. Lineer Denklem Sistemleri: Matris ANAlIZi...........cccoiiiiiiiiiii 9
8. Lineer Denklem Sistemleri: Direkt Yontemler — |.............cccccoooiiiiiiiiiii e 10
9. Lineer Denklem Sistemleri: Ayristirma Yontemleri...............cccoooiiiiiiiiiiiii e 11
10. Lineer Denklem Sistemleri: Tteratif YOntemler ................ccococcvvvviueieiiceieiessiceseeeees s, 12
11, Lagrange INterPOLASYONU .............coccvvuiveeiieciieesicteses et see st es et esa et s ss st s sttt s st st s et eneesenenens 13
12.  Interpolasyon — II: Neville ve NeWton YONtEMIETi..................cccovvviveieriieeiiieieiiesesesee e, 14
13. Interpolasyon — ITI: Hermite Yontemi ve SPIAYNIAL...............cccocovevueveiiieeieiieeeieeees e, 15
(NG (YT L T PSPPSR 16

Savisal Analiz Ders Notu Hakkinda

Merhaba,

Bu ders notu 2023 Bahar dsneminde RTEU Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinde yiiriitiilmiis olan “MAT312
Sayisal Analiz” dersinin igerigine uygun olarak 6grencilerin faydalanmasi adina hazirlanmistir. Ders kapsaminda
kullanilan kaynaklar temel alinarak her baglikla ilgili igerik bir sayfaya sigacak sekilde 6zetlenmeye calisilmis, derste
ayrmtil olarak ¢oziilen 6rnekler genelde sadece sonuglari ile verilmistir. Ders notunu hazirlarken kullanilan kaynaklar
son kisimda verilmistir.

Dersin islendigi donemin hibrit egitim ile yiiriitiilmiis olmas1 nedeniyle ilgili dsnemde Sayisal Tiirev ve integral ile ilgili
kisma ¢ok az zaman kaldig1 igin ders notuna bu d6liim dahil edilmemistir.

Ders notu ile ilgili yazim-igerik-bilimsel vb. hatalar1 belirlemeniz durumunda zafer.bekiryazici@erdogan.edu.tr
adresinden bana iletirseniz memnun olurum. Ilerleyen siiregte olasi hatalarin diizeltilmesi ile bu notun daha kapsamli
bir sekil almasint umuyorum.

Saygilarimla.

Dr. Zafer BEKIRYAZICI
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1. Temel Kavramlar — |: Bazi1 Analiz Teoremleri
Sayisal analizde kullanilan yontemlerin tanitimi i¢in bazi temel kavramlarin gézden gegirilmesi gerekmektedir.

Bir X c R kiimesinde taniml1 bir f fonksiyonu i¢in Ve > 0 sayisina karsilik bir §(¢) > 0 sayis1 0 < |x — x| < §(¢)
esitsizligini saglayan her x igin |f(x) — L| < € olacak sekilde varsa L sayis1 f fonksiyonunun x, noktasindaki limitidir

denir ve lim f(x) = L ile gosterilir.

X—Xq
f(x) bir X € R kiimesinde taniml1 bir fonksiyon ve x, € X olsun. f(x) fonksiyonunun x, noktasinda siirekli olmasi

icin g.y.k. lim f(x) = f(x,) olmasidir. Eger f(x) her x € X i¢in siirekli ise X lizerinde siireklidir [f (x) € C(X)].
XX

{xn}meq gergel (veya kompleks) degerli bir dizi olsun. Her &€ > 0 sayisina karsilik |x,, — x| < € olacak sekilde yalniz
g abaglibirn > N(&),n € Z* varsa {x,, };r; dizisi x’e yakinsaktir denir.
Eger f(x), X c R kiimesinde taniml1 bir fonksiyon ve x, € X ise “f (x) fonksiyonu x, noktasinda siireklidir” ve “Eger

X kiimesindeki herhangi bir {x,, }s=; dizisi x, noktasina yakinsiyorsa lim f(x) = f(x,) olur” ifadeleri denktir.
X—>Xg

Eger f(x), xo noktasini igeren bir agik aralikta tanimli bir fonksiyon ise bu noktadaki tiirevi lim ifadesiyle

F)—f(xo)
x-x9 X—Xp
tanimlanir. Bu limit varsa fonksiyon x, noktasinda tiirevlidir denir ve tiirevi f'(x,) ile gosterilir.

Bir fonksiyonun bir kiimenin her noktasinda tiirevi varsa bu fonksiyon ilgili kiimede tiirevlenebilirdir denir.
Bir fonksiyon bir noktada tiirevlenebilir ise o noktada siireklidir.

Rolle Teoremi: f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda siirekli ve (a, b) agik araliginda tiirevlenebilir olsun. f(a) =
f(b) ise bu fonksiyon igin f'(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a, b) sayis1 vardir.

Ortalama Deger Teoremi: f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda siirekli ve (a, b) agik araliginda tiirevlenebilir ise

f'(c) = w olacak sekilde bir ¢ € (a, b) sayisi vardir.

—-a

Uc¢ Deger Teoremi: f(x) € C([a,b]) olsun. Bu durumda Vx € [a, b] i¢in f(c;) < f(x) < f(c,) olacak sekilde

€1,C2 € [a, b] noktalar1 vardir. Eger fonksiyon (a,b) araliginda tiirevlenebilir ise bu noktalar [a, b] araliginin ug
noktalarinda ve fonksiyonun tiirevinin sifir oldugu yerlerledirler.
Ornegin f(x) = 2 — e* + 2x fonksiyonun [0,1] araliginda mutlak minimum ve maksimum noktalar1 {0, In 2} olur.

Genellestirilmis Rolle Teoremi: f € C([a, b]) fonksiyonu (a, b) agik araliginda n defa tiirevlenebilir olsun. a < x; <

x; < - < x, < b seklindeki n + 1 noktada f(x) = 0 ise f ™ (c) = 0 olacak bir ¢ € (a, b) sayisi vardur.
Ara Deger Teoremi: f(x) € C([a, b]) ve K sayist f(a) ile f(b) degerleri arasinda herhangi bir say1 ise f(c) = K

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) sayis1 vardir.

f(x) = x5 —2x3 + 3x% — 1 fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli oldugu ve f(0) = —1 ile f(1) =1 oldugundan
f(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (0,1) sayisi bulunabilir.

Agirhiklandirilmis _Ortalama _Deger Teoremi: f(x) € C([a,b]) ve g fonksiyonu [a,b] kapali araliginda

integrallenebilen ve degismeyen pozitif veya negatif isarete sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda

b b
ff@ﬂ@w=ﬂ®fﬂﬂw

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) sayisi vardir. g(x) = 1 olarak alinirsa f(x) fonksiyonunun [a, b] kapali aralig1 izerindeki

ortalama degeri elde edilir:

1 b
f© == | foodx

a



2. Temel Kavramlar — 11: Taylor Teoremi ve Makine Sayilari
Taylor teoremi, her ne kadar konuyla ilgili daha eski donemlerde James Gregory gibi farkli

bilim insanlarinin elde ettigi sonuglar bulunsa da, ismini Ingiliz matematik¢i Brook
Taylor’dan almaktadir. Taylor serilerinin elde edilis yontemi olarak Brook Taylor tarafindan
1715 yilinda yayimlanan “Methodus incrementorum directa & inversa” kitabinda bir
versiyonunu sundugu Taylor teoremi kabul edilmektedir. Taylor teoremi ve devaminda

yapilan ¢aligmalar zaman i¢inde diferansiyel hesabin temel taslar1 haline gelmislerdir.

Taylor Teoremi: n > 0 tamsayzst igin f € C™([a, b]) olmak iizere f ™* D tiirevinin [a, b] iizerinde var oldugu sayilsin
Ve x, € [a, b] olsun. Her x € [a, b] igin x ile x, arasinda bir £(x) sayisi
£ (%)

FGO = £ + £ o)1) + L e x4t LI oy k)
(k)
Ef G0) (3 — 3y o+ R

(n+1)
ve R, (x) = fT(f)('x)) (x —x )"+1 olacak sekilde vardir.

(k . . .
Burada P,(x) = Yj- f k('x") (x — xo)* toplam1 n. dereceden Taylor polinomu, R, (x) ise kalan terim olarak
adlandirilir. Taylor teoremi en basit halinde kalan terimin detaylarim1 vermemektedir ve yukarida verilen ifade kalan
terimin Lagrange formu olarak bilinir. Kalan terimin Peano ve Cauchy formlar1 gibi ifadeleri de bulunmaktadir.

xo = 0 i¢in Taylor polinomu (ve agilim1 vb.) 6zel olarak Maclaurin polinomu (ve agilimi vb.) olarak adlandirilir.

. . L. e . . 1
Ornegin, f(x) = cosx ve x, = 0 i¢cin n = 2 ile ikinci dereceden Taylor polinomu cosx = 1 — Exz olarak bulunur.

Ornegin, V105 sayisinin yaklasik degeri f(x) = vx ve x, = 100 alimp n = 1 ile x = 100 i¢in 0.003125 olur.,
Ornegin, f(x) = Inx fonksiyonunun x = 0.01 noktasindaki yaklasil degeri n = 4 igin —2.0436 olarak elde edilir.
Burada kalan terim olmadan sadece Taylor polinomu kullanilmasi “kesme hatas1” denilen bir hataya yol agmaktadir.
Benzer sekilde bilgisayarlar ve hesap makinesi kullanilarak hesap yapilirken de bu makinelerin kullandiklar1 say1
sistemleri ile iligkili baz1 hatalar agiga ¢ikmaktadir.

Hesap makinelerinde on tabanli (Decimal) sayilar kullanilir. Ornegin (0.341);0 =3 X 1071+ 4 x 1072+ 1 x 1073,
Genel durumda N € Z*,a; € {0,1, ...,9},i € N* olmak iizere N = a; X 10* + a;_; X 10" + --- + a4 x 10° yazilir.
Ondalik sayilar ise (0.d;dy ...dp)10 = dy X 1071 + -+ d,, X 10™™ seklindedir. Burada herhangi x € R sayis1 bir
“mantissa” (q) ve bir “kuvvet” (e) kullanilarak x = +q X 10° formunda yazilabilir.

x = 12345 sayis1 hem 0.12345 X 10° ve x = 0.0012345 X 107 seklinde yazilabilse de ilk ondalik hane d; ’in sifirdan
farkli oldugu form “normalize edilmis gosterim” olarak adlandirilir ve tercih edilir.

Hesap makineleri genellikle en fazla n = 8 mantissa ve —99 < e < 99 araliginda hesap yapabilirler.

Bilgisayarlar ise iki tabanli (Binary) sayilar kullanirlar. Genel durumda herhangi bir N € Z*, b; € {0,1},j € N* i¢in
N = b; X 2/ + bj_y X 2/7 4o+ by x 20 yazilirve N = (bjbj_1 bo)z ile gosterilir.

Ornegin, 2001 = (11111010001), olur. Benzer yaklasimla 12 = (1100), ve (0.375) = (0.011), olur.

Ikili sayilarda da ilk ondalik hanenin sifirdan fakli oldugu normalize edilmis gdsterim kullanilir.

Herhangi bir x € R say1s1 (x # 0), 1—10 <q<1,e€ Ziginx = +q X 10° seklinde onluk sistemde ile yaziliyorken ikili

sistemde % < q < 1,e € Z olmak iizere x = +q X 2¢ seklinde yazilabilir.



3. Temel Kavramlar — 111: Kayan Nokta Gosterimi, Hatalar ve Algoritmalarla Yakinsama
Hesap makineleri ve bilgisayarlar bir say1y1 kullanirken kesirli kisminin sadece belirli boliimiinii bellekte tutabilirler.

1<d;<9,i=23,..,kve0 <d; <9 olmak tizere y = +0.d,d,d5 ... d;, X 10™ sayisi ele alinsin.
Cihazlar k basamak normalize edilmis gosterime sahip y sayisinin belli sayidaki basamagini bellekte isleyebilirler.
Cihaz bu amagla y sayisinin “Kayan Nokta” formu olan KN (y) sayisin1 iki yontemle elde eder.

o Kesme Yontemi: djqdyy ... ondaliklari atilarak KN (y) = 0.d,d, ...d; x 10™ elde edilir.

o Yuvarlama Yontemi: dy,q = 5 ise d, sayisinin degeri 1 artirtlir, dj 1 < 5 ise kesme yapilir.

Ornegin m = 3.141592654 ... sayis1 bes basamak ondalik hane ile normalize edilmis kayan nokta formunda i) kesme
yontemi ile KN () = 0.31415 x 102, ii) yuvarlama yontemi ile KN () = 0.31416 x 10! seklinde yazilir.
Yuvarlatma, kesme hatalar1 vb. nedenlerle sayisal analizde bir p sayisinin degeri yaklasik olarak p* seklinde bulunur.

o |p — p*| farkina mutlak hata,

o p#0igin |p_Tp*| oranina “bagil hata” denir. Ayrica “yiizde hata” ise 100 X |p_Tp*| seklinde bulunur.

Ornegin f(x) = ﬁ fonksiyonu verilsin. Bun fonksiyonun [—%%] araligindaki integrali I =~ 1.09861 olarak bulunur.

f(x) fonksiyonunun herhangi n. mertebeden Taylor seri kullanilarak aymi integralin degeri [;,i = 1,2,3,4 seklinde

bulunuyor ise farkl1 mertebeden Taylor agilimlari ile elde edilen hatalar asagidaki gibi verilir.

i Taylor seri I Mutlak Bagil Yiizde
mertebesi L Hata Hata Hata
1 4 1.09583 | 0.00278 | 0.00253 | %0.253
2 5 1.09583 | 0.00278 | 0.00253 | %0.253
3 6 1.09807 | 0.00054 | 0.00049 | 9%0.049
4 8 1.09850 | 0.00011 | 0.00010 | 9%0.010

Bilgisayar ve hesap makineleri gibi cihazlarda hesaplama yaparken yuvarlatma hatalar1 vb. islemler sirasinda olusan
hatalar bazen /3 sayisimin karesi alminca 3 elde edilememesi gibi durumlara neden olur. Aritmetik islemlerde bu
hatalarin birikimi s6z konusu olsa da ¢ogu zaman elde edilen sonug yeterli seviyededir.

Ornegin x = 5/7 ve y = 1/3 sayilarinin kayan nokta gosterimleri KN (x) ve KN (y) ile yapllanx Dy, x Oy, x @ y
ve x @ y islemlerinde sirastyla 0.182 x 10™%, 0.625 x 107>, 0.220 x 10~* ve 0.276 x 10™* bagil hatas1 olusur.

Bir problemin ¢éziimiine yaklagim i¢in yapilan bir dizi igslem “algoritma” olarak adlandirilir ve algoritmalar baslangig
degerlerinde olusan kiigiik hatalarin sonuglarda olusturdugu degisimlere gore “kararli” olarak adlandirilirlar.
Hesaplamalarin bir asamasinda olusan &, hatasi ardigik n iglem sonucunda &, halini aliyor olsun.

o mnsayisindan bagimsiz bir ¢ degeri i¢in €, = cney oluyorsa hatanin biiylimesi “dogrusal”
o nsayisindan bagimsiz bir k > 1 degeri i¢in &, = k™¢, oluyorsa hatanin biiylimesi “iisteldir” denir.
Cogunlukla dogrusal hata biiyliimesinin 0niine gegilemez ve bu tip hata biliylimesi normal karsilanir. Dogrusal hata

biiylimesi igceren algoritmalar “kararli”, {istel hata bilyilimesi igeren algoritmalar “kararsiz” olarak adlandirilir.
Algoritmalar belirli bir dizi islem sonucunda bir problemin ¢6ziimiine yakinsama amacinda olsalar da bu yakinsama
farkli hizlarda gerceklesebilir.

%i_r)r(l) G(h) =0ve %i_r}r(l) F(h) = L olsun. Yeterince kii¢iik h degeri i¢in |F(h) — L| < K|G(h)| olacak sekilde bir K > 0

sabiti varsa F(h) = L + O(G(h)) yazilir. Genelde G (h) = h? kullanilir ve F(h) = L + O(hP) ile F(h) fonksiyonunun
L degerine hP mertebesinde yakinsadigi sdylenir.

Ornegin cos h + h? /2 fonksiyonu 1 limitine h*’{in 0’a yakinsama hizinda yakinsar.



4. Dogrusal Olmayan Denklemlerde Kok Bulma Yontemleri — |: Kapah Arahk Yontemleri
Tek degiskenli bir f(x) fonksiyonu i¢in f(x) = 0 denkleminin ¢6ziimii igin bilgisayar programlarindaki bazi 6zel

fonksiyonlarin yan1 sira “kapali aralik yontemleri” ve “acik yontemler” kullaniimaktadir.
Fonksiyon koklerini belirleme ¢aligsmalar tarihi Mezopotamya’da bulunan 3700 yillik bir ¢calismaya dek gitmektedir.

Aralik Yarilama (Bisection) Yontemi: Aralik yarilama yontemi Ara Deger Teoremini temel alir. [a, b] araliginda

stirekli bir f fonksiyonu alinsin. Bu fonksiyon i¢in f(a) ve f(b) zit isaretlere sahip iseler bu teorem uyarinca f(r) = 0
olan bir r € (a, b) sayisi vardir.

Yarilama yontemi bir

_a+b
‘T2
sayist araciligiyla [a,b] araliginin orta noktasini belirler ve bu araligin yarist uzunlugundaki [a,c] veya [c,b]

araliklarindan biri ile bir sonraki adima gegilir.

Yeni adima eger f(a). f(c) < 0 ise [a, c] araligi ile, aksi takdirde f(c). f(b) < 0 olacagindan [c, b] araligi ile gegilir.

an+by

Her adimda aralik boyunun yarilanmasi durumunda n. adimda hesaplanan ¢, = orta noktasi ile olusturulan

b—a

2n

[a,, c,,] veya [c,, b, ] araliklarindan biri kokii barindirdig1 i¢in bu adimdaki hata |, | < sartini saglar (b > a).
n Cn ns On g n g

Belirlenen tolerans degeri saglanana kadar hesaba devam edilir. Hesabin duracagi adimin belirlenmesi i¢in her sonunda
lcn — cn_1l < e veya |f(c,)| < € sart1 kontrol edilir. Hata kontrolii mutlak hata, bagil hata vb. ile yapilabilir.

Ornegin f(x) = x3 + 4x2 — 10 fonksiyonun [1,2] araligindaki kokiinii yarilama yéntemiyle &€ = 107> toleransi
kullanarak hesaplamak igin en az n = 17 adim atilmas1 gerekmektedir. |c, — c| < € = n > 5/log2 olur.

Ornegin f(x) = x? — 3 fonksiyonunun [1,2] araligindaki kék &€ = 10~2 kullanilarak ¢, = 1.7344 olarak bulunur.

n| ap f(an) by | f(by) Cn f(cn)

1{1.0000 | —2.0000 | 2.0000 | 1.0000 | 1.5000 | —0.7500

2 | 1.5000 | —0.7500 | 2.0000 | 1.0000 | 1.7500 | 0.0625

3 | 1.5000 | —0.7500 | 1.7500 | 0.0625 | 1.6250 | —0.3594

4 |1.6250 | —0.3594 | 1.7500 | 0.0625 | 1.6875 | —0.1523

5] 1.6875 | —0.1523 | 1.7500 | 0.0625 | 1.7188 | —0.0457

6 | 1.7188 | —0.0457 | 1.7500 | 0.0625 | [1.7344] | 0.0081 | = |f(c,)| <€

Regula-Falsi Yontemi: Bir diger kapali aralik yontemi olan Regula-Falsi yontemi yaklasik kok degerinin belirlenmesi

icin Yarilama yontemindeki gibi araligin orta noktasi yerine agirlikli bir ortalamanin kullanilmasini temel almaktadir.

Yarilama yoéntemi gibi [a, b] araliginda siirekli bir f fonksiyonu i¢in f(a) ve f(b) zit isaretlere sahip iseler

_af®) —b.f@)
f(b) —f(a)

noktasi hesaplanir. Bu nokta ile yeni adima eger f(a).f(c) < 0 ise [a,c] aralig: ile, aksi takdirde f(c).f(b) <O

olacagindan [c, b] aralig1 ile gegilir. Her adimda benzer sekilde |f (¢, )| < € kontrolii yapilir.

Bu sekilde a = a,, b = b,, ile baslayarak olusturulan {c, } dizisi denklemin kokiine yakinsayacaktir.

Ornegin f(x) = x cos x + 1 fonksiyonunun [—2,4] araligindaki yaklasik kokii e = 102 ile ¢, = 2.069986 olur.
n an f(ay) by f(bn) Cn f(cn)
1| —2.000000 | 1.832294 | 4.000000 | —1.614574 | 1.189493 1.442647
2| 1.189493 | 1.442647 | 4.000000 | —1.614574 | 2.515720 | —1.038870
3| 1.189493 | 1.442647 | 2.515720 | —1.038871 | 1.960504 | 0.255169
4| 1.960504 | 0.255169 | 2.515720 | —1.038871 lm 0.009068 | = |f(c)l <€




5. Dogrusal Olmayan Denklemlerde Kok Bulma Yontemleri — I1: Newton-Raphson Yontemi
Kapali aralik yontemlerinden farkli olarak agik yontemler bazi baslangi¢ tahminleri araciligiyla koke yakinsamayi

amaglarlar. Bu yontemlerle koke yakinsama genellikle kapali aralik yontemlerine gore daha hizli olur.

Newton-Raphson Yontemi

f € C?([a, b]) Ve f(x) fonksiyonunun bir kék ¢ olsun. Kokiin komsulugundaki bir ¢ € [a, b] igin Taylor agilimi ile

F0) = F@ + F1 (@ — &) + -8 X) (5( )~ oy

yazilabilir. Burada & (x) ile x ve ¢ arasindaki bir say1 gosterllmektedlr. ¢ kok oldugu igin f(c) = 0 ise x = c igin

£ =@ + 1@ -0+ ED oy ®

olur. ¢ degeri kdk noktasi c’ye yeterince yakin ise ¢ — ¢ ¢ok kiiciik olacagindan kalan terim g6z ardi edilirse

0= f(@)+f'(@)(c—-0)

olur ve bu esitlikten ¢ = ¢ — ]’: ((j) elde edilir. Yaklasik kok degeri ¢ i¢in ilk tahmin ¢, ve sonraki adimlarda elde edilen
yaklagimlar n. adim i¢in {c,, }5=; dizisiyle gosterilsin. Bu durumda ardisik yaklasim asagidaki gibidir:
f(cn)
c =c,————=,n=0.
n+1 n f, (Cn)

Newton-Raphson yontemi asagidaki durumlarda hizli yakinsama saglamayacaktir

o llk tahmin degeri c, kokten uzak ise
o Ikinci tiirev ¢ok biiyiik ise
o Birinci tiirevin ¢,, noktasindaki degeri ¢ok kiigiik ise
n. adimda bulunan yaklasik kok degeri c,, ile kok degeri ¢ arasindaki fark €, = ¢, — c olsun. O halde (1) ile

&
fle)=f(©) —enf'(O)+ Zf”(f(C))
yazilir. Buradan
enf'(€) — f(O) 1f”(f(6)) o2
f'(©) 2 fre Tt
elde edilir. n + 1. Adimdaki hata €,,,.; = ¢,,41 — ¢ ise ardisik yaklagim formilii kullanilarak
o fe) o fe) ) fle) 117(©)
me " fen) T TR TP 2 e
bulunur. &(c) sayisi c ile ¢, arasinda oldugu i¢in bu iki deger birbirine yeterince yakin ise £(c) =~ ¢ denirse
VA G(C) PR VIO
mETFe 2o

olur. O halde n + 1. adimdaki hata n. adimdaki hatanin karesi ile orantilidir: |c,4; — ¢| < K|c, — c|?.

2
enf'(©) = F@ = 5 f"(£(0)) =

KZ

Hata kontrolii kapali aralik yontemlerine benzer sekilde yapilir.

Ornegin f(x) = (x — 2)? — Inx denkleminin yaklastk e Ornegin f(x) = x — tan x denkleminin yaklasik kokii
kokiico =1&=10">ile c; = 1.412391 olur. co = 4.6 tahmini ve e = 107> ile ¢, = 4.493412 olur.

n Cn f(cn) n Cn f(en)

0 | 1.000000 | 1.000000 0| 4.600000 | —4.260175

1| 1.333333 | 0.156762 1| 4.545732 | —1.398966

2 | 1.408579 | 0.007197 2 | 4506146 | —0.273551

3 | [1.412382] | 0.000018 3| 4494172 | —0.015444
Burada |f(c3)| < &=1075. 4 | [4.493412] | —0.000055




6. Dogrusal Olmayan Denklemlerde Kok Bulma Yoéntemleri — 111: Sekant ve Sabit Nokta
Newton yontemine benzer sekilde farkli agik yontemlerle de denklem kokleri yaklasik olarak belirlenebilir. Ornegin

Sekant yonteminin yaklasik 3000 y1l dnce Antik Misir’da kullanildigina iliskin bulgular bulunmaktadir.

Sekant Yontemi

Sekant yontemi denklem kokiinii belirlemek igin x, Ve x; gibi iki baslangi¢ degeri kullanir. (xo, f(xo)) Ve (x4, f(x1))

noktalarindan gecen kirisin egim bilgisi kullanilarak kdke yakinsama saglanir.

 fGw FE—£ Gxn)
f(xn) X—Xn

Newton yonteminde x,,1 = X, iken tanim geregi f'(x,) = lim oldugu igin birbirine yeterince
Xp—X

yakin x,, ve x,_; noktalar1 kullanilarak tiirev ifadesi Newton yonteminde yazilirsa Sekant yontemi elde edilir:

_ f(xn)(xn - xn—l) n
fQen) = fOu-1)

Baslangi¢ noktalar1 x Ve x; ’in birbirine yakin se¢ilmesi koke yakinsama igin 6nemli bir etkendir. Bu iki nokta birbirine

+V5

. . 5
yeterince yakinsa yakinsama orani |&,,1| = Ale,|* olmak lizere @ = 1T ~ 1.618 (Altin oran) bulunur.

eEZ".

Xn+1 = Xn

Sabit Nokta Yontemi

Sabit nokta iterasyonu denklem kokiinii yaklagik olarak belirlemek icin “sabit nokta” tanimini kullanir.

Bir p noktasi, verilen bir g fonksiyonu i¢in g(p) = p sartin1 saghyor ise, bu denklemin bir “sabit noktas1” olur.
Yontem f(x) = 0 denkleminden x = g(x) seklindeki bir iterasyon fonksiyonun belirlenmesini temel alir. g(x)
fonksiyonunun sabit noktasi ayni zamanda f (x) igin bir kok noktasidir.

Yontem belirlenen bir iterasyon fonksiyonu ile x; baslangi¢ tahminini kullanarak kdke ardigik yakinsama saglar:

|xn+1 =gp)ne Z+-|
Iterasyon fonksiyonu bir f(x) = 0 denkleminden farkli sekillerde elde edilebilir. g;(x),i € Z* seklindeki iterasyon

fonksiyonlarinin bazilar1 daha hizli yakinsama saglarken bazilarinin kdke yakinsama saglamamast miimkiindiir.
Ornegin f(x) = x% — x — 2 igin g, (x) = x% — 2, g,(x) = Vx + 2, g5(x) = 2/(x — 1) ve g,(x) = 1 + 2/x olabilir.
Teorem: p € I, g(x) fonksiyonunun bir sabit noktasi olsun. g(x) € C(I) ve Vx € I igin |g'(x)| < K < 1 olursa bir x;
baslangi¢ tahmini i¢in x,,.; = g(x,),n € Z* ile tek bir p sabit noktasina yakinsayan {x,, },n € Z* dizisi bulunur.

Bu teorem ayni zamanda n. adimdaki hata &, = x,, — p Ve &, = x; — p i¢in |&,| < K™|&;| oldugunu belirtir.

3—+13
2

" 2_
Ornegin g(x) = le fonksiyonunun [—1,1] araliginda p = seklinde tek bir sabit noktasi vardir.

Hem sekant hem de sabit nokta yontemi i¢in daha dnceki sekilde hata kontrolii yapilabilir. Baglangi¢ tahmini Ara Deger
teoremi kullanilarak kokii iceren bir aralik belirlendikten sonra bu aralik iginden (6rnegin orta nokta) alinabilir.
Ornegin  f(x) = x — sin(x) —% fonksiyonunun bir e Ornegin f(x) = x — sin(x) —% fonksiyonunun  bir

kokii xo = 1 ve x; = 2 baslangi¢ tahminleri ve Sekant kokii g(x) = sin(x) +% iterasyon fonksiyonu, x; = 2
yontemini kullanarak & = 107> tolerans1 ile x4 =

1.497300 olarak bulunur.

baslangic tahmini ve sabit nokta yontemini kullanarak
£ = 107> toleranst ile x, = 1.497296 olarak bulunur.

n|  x G n|  x G

0| 1.000000 | —0.341471 1| 2.000000 | 0.590703
1| 2.000000 | —0.590703 2 11.409297 | —0.077690
2| 1.366317 | —0.112850 311.486987 | —0.009503
3| 1.467960 | —0.026757 41 1.496490 | —0.000750
4 | 1.499550 | 0.002087 51 1.497241 | —0.000055
51 1.497264 | —0.000033 6 | 1.497296 | |f(xg)|l < €
6 | 1.497300 | |f(xg)l < &




7. Lineer Denklem Sistemleri: Matris Analizi
Lineer denklem sistemleri i¢in elde edilecek {x, x5, ..., X, } ¢6ziimlerinin incelenmesinde matrisler kullanilmaktadir.

n denklem ve m degisken iceren bir sistemin katsayilarini igeren A katsay1 matrisi, i. satir (i = 1,n) ve j. stitunundaki

(j = 1,m) eleman a;; olmak lizere asagidaki gibi gosterilir.

a1 QA ... A

a21 a22 e aZm
A=

Apn1 Qpz2 - Apm

Matrisler “n X m tipinde” seklinde adlandirilir. n = 1 i¢in 1 X m tipindeki matris “satir matrisi (vektorii)”, m = 1 igin
ise n X 1 tipindeki matris “siitun matrisi (vektoril)” olarak adlandirilir. n = m ise “kare matris” elde edilir.

Her bir elemani esit olan A ve B matrisleri esittir denir.

Matrisler igin islemler A € R sabiti Ve Ay, xm, Buxm V€ Dmsxm matrisleri ile agsagidaki gibi verilir.

o Matris toplami: A + B = (aij + bi]-)
o Sabit ile carpim: 14 = (lai ]-)
o Matris garpimi: AB = C = (cij) = Yke1 Aixby;j
Ana kosegeni ustiindekiler disindaki tiim elemanlari (al- pl#* j) sifir olan matris “kosegen matris (D)” denir. Késegen

iistii elemanlart sifir olan matrise “alt tiggensel (L), kosegen alt1 elemanlari sifir olan matrise “iist tiggensel (U)” denir.
Sadece ana kosegen elemanlar1 1 olan matris “birim”, tiim elemanlar1 0 olan matrise “sifir”” matris denir.

Bir A matrisin satir ve siitunlar1 yer degistirilerek bu matrisin “devrigi” (transpozu) elde edilir ve AT ile gosterilir.

AT = A matrisi simetriktir. A, xm, Buxm V€ A € Ricin (A + B)T = AT + BT, (14)T = kAT, (AB)T = BTAT olur.
Apxn kare matrisinin i. satir ve j. siitunu goz ardi edilerek bu matrisin (n — 1) x (n — 1) tipli M;; matrisi elde edilir.
|M ; j| determinanti a;; elemaninin mindrii olarak adlandirilirken C;; = (-1 |M ; j| bu elemanin kofaktdriidiir denir.
A matrisinin determinant1 |A| = i, a;;C;; veya |A| = Z}Ll a;;C;; ile satir veya siitunlara gore hesaplanabilir.

Bir A matrisinin a;; elemanlarimin kofaktdrlerinden olusan matrisin devrigine “ek matris” denir ve adj(A) ile yazilr.
n X n tipindeki A matrisinin tersi A~ = adj(A)/|A| seklinde tanimlanir.

Determinant ve ters alma islemi A,,x,, Byxn V€ P € R icin |[AB| = |A||B], |AT| = |A], (A~ =4, |47 = 1/]4],
(AB)™1 =B71471, (A71)P = (4P) L ve (A~1)T = (A7)~ bzelliklerini saglar. Simetrik matrisin tersi de simetriktir.

) 3 1 0 -3 -1 2 3/8 1/8 -2/8
Omegin A = |1 —1 2| matrisii¢in |A| =8, adj(4) =] 1 3 —6|vedt=|(-1/8 —-3/8 6/8 |olur.
1 1 1 2 -2 —4 —2/8 2/8 4/8
{Eq, ..., E,} lineer denklem sisteminde Vi = 1, ..., n igin b; = 0 ise sistem homojendir denir. Bu sistemi i¢in
all alz alm bl
[4]b] = a,%,l Azz - Qom b2
An1 Qpz - Anm||b,

genisletilmis matrisi tanimlanir. Denklem sistemini temsil genisletilmis matriste E;,i = 1,n denklemlerine karsilik
gelen satirlara agagidaki elementer satir islemleri uygulanabilir.

o Sabit ile carpim: E; denklemi A € R sabiti ile carpilarak E; yerine yazilabilir: AE; — E;

o Siradegistirme: [ # j i¢in E; ve E; denklemlerinin siras1 degistirilebilir: E; < E;

o Toplama: Ej, i # j denklemi bir 2 € R ile garpilarak E; denklemine eklenebilir: E; + AE; — E;
Bu satir iglemleri [A|b] matrisi indirgenmis satir eselon formuna gelene kadar uygulanir. Bu formda sifirdan olusan
satirlar en alttadir, ilk pivot eleman 1 olur, diger pivotlar bir 6nceki pivotun alt-sag konumunda bulunur ve satirlarda

pivot disindaki elemanlar 0 olmalidir.



8. Lineer Denklem Sistemleri: Direkt Yontemler — |
Kramer Kurali: Asagidaki sekilde verilen denklem sistemi ele alinsin.

El: a11x1 + alzxz + - alnxn = b1
Ez: az1X1 + Ay2Xy + - AonXn = bz

Ep:anixq + apaXxy + - apnXy = by

Bu denklem sistemi agagidaki matrisler ile Ax = b seklinde matris formunda ifade edilebilir.

a1 QAqz . Qep X1 by
a1 Qz2 .. Qp X2 b

A= X = b=|"2
ap1  Ap2 - Qpn nxn Xn nx1 bn nx1

Ay ile A matrisinin k-inci siitununun b vektorii ile degistirilmesi sonucu elde edilen matris gosterilsin. Bu durumda
Ax = b sisteminin ¢6ziimii x;, = |Ag|/|A| elemanlarindan olusan vektordiir.

Gauss Yok Etme Yontemi: Bu yontemin M.O. 179’a kadar inen uygulama tarihi oldugu bilinmektedir. Yontem [A|b]

genigletilmis matrisinde A katsay1 matrisini elementer satir iglemleri ile {ist tiggensel forma doniistiirmeyi ve elde edilen
[U|c] matrisinde geriye dogru yerine yazma ile ¢6ziimii elde etmeyi amaglar.
Upg Xy + UppXp + o UppXp = €y
UzpXp + ** UgnXp = Cp
UpnXn = Cp
Bu sistemdeki son denklemden x,, = c¢,,/u,, ile elde edilen x,, ¢6ziimii bir énceki denklemde yerine yazilarak x,,_
elde edilir. Ardindan E; denklemine kadar yerine yazma ile x = [x; x; ...x,,]T bulunur.

Ornegin asagidaki [A|b] matrisi satir islemleri ile [U|c] formuna getirilerek ¢6ziim elde edilir.

3 2 111319=———="[3 2 1|3 3 2 1113 1
9 10 6ll111™3 1 3lo 4 3lI2 0 0 1112 2

Gauss-Jordan Yéntemi: Bu yontemde Gauss yok etme ile elde edilen [U|c] matrisine ek elementer satir islemleri

uygulanarak [I]|f] formunda birim matris halinde katsay1 matrisine varilir. C6ziim geriye dogru yazma ile bulunur.

[2 1 =31 1 0 O0]|1 [1
Ornegin [A|b] = |-1 3 2 ||12]sistemi [I|8] = [O 10 3‘ halini alir. Cziim x = 3] olarak elde edilir.
13 1 =310 0 0 1l12 |2
(2 1 2|10 1 0 O]|1] 1]
Ornegin [A|p] =|1 2 1|8 ] sistemi [I|B] = [0 1 0] |2] halini alir. Céziim x = [2 seklindedir.
3 1 1112 0 0 1h3] 3.

Kismi Pivotlama: Gauss yok etme yonteminde ay, pivot elemanlari sifir veya ¢ok kiiciik oldugunda geriye dogru yerine

yazma islemi sirasinda yuvarlatmadan kaynaklanan hatalar olusabilmektedir.

Bu hatalarin 6niine gegmek i¢in ay; pivot elemani yerine pivot elemani en biiyiik olacak sekilde satirlar arasinda
degisiklik yapilabilir. Bu sekilde kdsegen listii elemanlarin sifir olmasinin ve yuvarlatma hatalarinin 6niine gegilir.
Kismi pivotlama ydntemi |ap’k| < maxlal-lk| olacak sekilde en kii¢iik p = k tamsayisinin belirlenmesi ve Ej, < Ej, satir

isleminin yapilmasini temel alir.

0.003x; + 59.14x, = 59.17

Ornegin 5.291x, — 6.130x, = 46.78 sistemi incelenirken yuvarlatma kullanilacaksa a;; = 0.003 pivotunun kii¢iik

olmasi nedeniyle hata olusmamasi i¢in E, < E; yapilarak ¢oziim aranir.

Kismi pivotlamanin yeterli olmadiginda hem satir hem siitun elemanlarinin degistirilebildigi “Tam pivotlama” yapilir.
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9. Lineer Denklem Sistemleri: Ayristirma Yontemleri
LU Ayristirma Yéntemi: Direkt yontemlerin bir alt basligi olan ayristirma yontemlerden olan bu yontem katsayilar

matrisini alt iggensel L ve iist iggensel U matrisleri ile A = LU seklinde yazmay1 temel almaktadir. Ornegin,
11 Q12 g3

u11 U Uz
az1 Qpy A3 = lz1 uzz u23
l3z

a3y Qzz d4zz l34 33
matrisleri kullanilarak Ax = b sistemi agagidaki gibi yeniden yazﬂlr

Ax=b=[LUlx=b=L[Ux]=b=Ly=»b

A= =LU

Ik olarak Ly = b sisteminin ¢dziimii ile elde edilen y vektdrii kullanilarak Ux = y sisteminde geriye dogru yerine
yazma ile x ¢6ziim vektorii belirlenir. Burada L ve U matrisleri (1) denklemi kullanilarak elde edilir. Ornegin asagidaki

ilk satirlarda u,; = aq4 ile l,111; = a,; kullanilarak [,; bulunur. L ve U bu sekilde tam olarak belirlenirler.

U1 Uy Ug3 a;; Q12 Qg3
LU = |lz1u11  lpugp + Uy, la1Uyp + Uups =|Gz1 G2 a3
31Uy l31ugp + 13z + Uz I3qUp3 + 35U + Uss az; Qazp Az

Doolittle yontemi olarak da bilinen yontem 1938’de Polonyali matematikgi T. Banachiewicz tarafindan gelistirilmistir.

) 3 5 2 8 1 0 0 3 5 2 8 4

Ornegin,A=|0 8 2|,b=|-7|icinL=(0 1 O0|veU=|0 8 2|olur.y=|-7|vex=|—1[Dbulunur.
6 2 8 26 2 -1 1 0 0 6 1/2

w . 2 31,._M31..,_[1 0 2 3 [ 13 12

Ornegin, A = 3 4],b = [18] i¢in L = [3/2 1] veU = [0 _1/2] olur.y = [_3/2] ve x = [3] bulunur.

) [1 3 1 0 0 1 3 6 3 3

Ornegin, A =2 -1 1 b = icinL=1|2 1 0|veU=|0 —7 —11|olur.y =|3|vex = [—-2|bulunur.
4 -2 3 19 4 2 1 0 0 11 1

Cholesky Yontemi: Bu yontem LU ayristirma yonteminde kullanilacak olan iist liggensel matrisin herhangi bir U

matrisindense LT matrisi olarak belirlenmesini temel almaktadir.

a11 Q12 Qg3 L4 iy 1y I3 l%l li1l54 li1l31
A= a21 Q22 a23] [lZI lo1 ] [ l22 132‘ =LL" = Iyl 3y + 13 la1l31 + 13,
31 @3z 33 l31 ls2 31lin loalzg + lpalsy 131 + 15, + 133

esitligi kullamlarak L matrisi belirlenir.
Ax = b sistemi
Ax=b=>[LLTlx=b=>L[LTx]=b=>Ly=0»b
seklinde yeniden yazilir. Oncelikle Ly = b ¢dziiliir ve ardindan LT x = y ile ¢oziim elde edilir.
L ve LT matrisleri LU ayrisimina benzer mantikla A = LLT esitligi ile belirlenir.
3, = a;1 = Ly = Vaggolur. i1l = ay5 = ag5/li1 Ve Ly 13, = agq = 31 = asq/ly; bulunur.
Bi+13,=a,=1)= mVe laalzs + laalsy = a3 = I3z = (a3 — ly1l31) /152 bulunur.
12, + 13, + 133 = ag3 = l3, = \Jagz — 13, — 13, bulunur.
Bir A matrisi ancak pozitif tanimli ise, yani Vx € R™\{0} i¢in x” Ax > 0 ise, Cholesky yontemi uygulanabilir.

Yontem ismini Fransiz matematik¢i Andre-Louis Cholesky’den almaktadir.

4 2 14 14 2 0 0 7 3
Omegin, A=|2 17 —Sl,b =|-101]i¢inL = [1 4 0] olur. y = [—27] vex = [—6] bulunur.
114 -5 83 155 7 =3 5
[9 6 -3 —18 3 0 O 1
Ornegin,A=|6 13 —5],b = —45] icin L = ! 2 3 0] olur.y = \ ] vex = \— ] bulunur.
-3 -5 18 97 -1 -1 4 5
Ornegin, A = ‘21' é],b = [é] icin L = [i g] olur.y = [ﬂ vex = H;Z] bulunur.
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10. Lineer Denklem Sistemleri: iteratif Yontemler
Jacobi Iterasyonu: Jacobi iterasyonu A katsayilar matrisini sirastyla kdsegen, alt iicgensel ve iist iiggensel yapida olan

D, L ve U matrislerini kullanarak A = D + L + U seklinde ele almaktadir. Ornegin,

i1 Qg2 Q1n a; 0 .. 0 0 0 0 0 ag ai,
A=|%1 Qa2 Gn| p=|0 azx . O0fp=[a O O yp=]0 o0 Ao
An1  Qn2 Qnn 0 0 Ann An1 Q2 0 0 0 .. 0

matrisleri kullanilarak A katsay1 matrisi A = D + L + U seklinde yazilir ve bir x(©) baglangi¢ tahmini ile

Ax=b=>D+L+Ux=b=>x=D"(—L+Wx+b) > x* VD =D -(L+U)x® +b),k=012,..
iterasyonu kullanilarak x ¢oziim vektoriine yakinsama amaglanir.

Benzer sekilde {E, ..., E,, } denklem sistemi kullanilarak

+ ainxn) + b1)/as;
+ aznxy) + by)/az,

ay1x1 + agpxy + o+ agpxy = by > x3 = (—(agpxz + -
Az1X1 + AgpXy + -+ AgpXp = by > x5 = (—(az1xq + -+

An1X1 + ApaXy + o+ AppXp = by = Xy = (_(anlxl + ot annxn) + bn)/ann

olur. Dolayistyla iterasyon ayni x(?) baslangig tahmini

al] ](k)) + b; w 1121 ., n &k = 0’1’2’ "

a..
12 j=1
Jj#i

seklinde de yazilabilir. Bu gosterim agagidaki gibi de yazilabilmektedir.

0 —ay2/a11 —Q1n /011
T = a21/a22 0 —Qon/A22 | = x*+D = Tx® 4+ p k =0,1,2, ... .
_anl/ann —Qn2/0nn - 0

Hata kontrolii ||x ™1 — x| , < €veya [+ — x| /]|x™+D]| < & seklinde kullamilabilir.

Jacobi yontemi kosegen baskin, yani kdsegen elemanlart mutlak degerce diger satir elamanlarinin mutlak degerlerinin

toplamindan biiyiik oldugu, katsay1 matrislerini i¢eren sistemlerde kullanilabilir.

[10 -1 2 0 6
. -1 11 -1 3 25
Ornegin, [A|b] = 5 1 10 -1|l-11
[0 3 -1 81l 15 5/
Ornegin, [A|b] = 1 5| |6] icin x [ ] ise x 6/5
) [3 —1 —=1|| 2 1
Omegin, [A|p] = |1 4 1 ||-1|icinx©@ = [1|,x® = |-
1 -1 3118 1

icin x© = l \ lz 27‘
1.875

x@
4/3

3/4
8/3

13/15
13/15

-

NE)

1.3056]
—-1.25

1.9722.

[ 1.0473 [ 0.9326

1.7159 3) _ | 2.0523

—0.8052|’ —1.0493

| 0.8852 | 1.1309

[1 82] ile [ ] ¢Oziimiine varilir.
0.9074 T

,x® = [—1.0694 olur.
1.8148 |

Gauss-Seidel Yontemi: Bu yontemde yontem, her adimda bulunmus x®*1) elemanlari kullamlacak sekilde degisir.

1
k+1 k+1
xl.( ) = a—ii Z ( aux]( )) +

j<i

2.

T>i

) + by |i=12,..,

iterasyonu ayni tolerans kontrolii ile devam ettirilerek ¢6ziime yakinsama amaglanir.

n&k=2012,..

Benzer sekilde matris formunda gosterilebilen bu yé')ntem i(;in de katsayl matrisi kdsegen baskin yapida olmalidir.

) 112 3 5|1 0.14679 D)0
Ornegin, [A|p] =| 1 5 3[[28] igin x(® = x@ = ,x® =13.7153 | olur. & = 100 X [--—-
|3 7 131176 30943 3.8118 i
ve £(+D) = max (£{?) alinirsa & = %1 ile x(6) =[0.99919 3.0001 4.0001]" yaklasik ¢5ziim kabul edilir.
. 16 3 © _ W _ @) _ [ 084941 3 _ [ 0.8077
Ornegin, [A|b] = _ _11|| i¢in x [ ] ise x [—O 8636’ % = _0.6413],x = —0.6679] olur.
0.8122

S 7 —
(0ziim x —0.6650

] olarak kabul edilir.
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11. Lagrange interpolasyonu
Interpolasyon, basitge, var olan sayisal degerleri kullanarak aralik iginde olan diger noktalardaki degerin tahmin

edilmesiyle ilgilidir. Degeri tahmin edilecek nokta aralik disinda oldugunda ise “Ekstrapolasyon” kullanilabilir.
Ornegin bir iilkenin 1960, 1970, 1980 ve 1990 yillarindaki niifusu verisi ile 1975 yaklasik niifusu tahin edilebilir.

Bu siire¢ “interpolasyon polinomu” denilen verilen noktalarda incelenilen f(x) fonksiyonu ile ayni degere sahip olan
bir P(x) polinomunun belirlenmesiyle miimkiindiir.

Teorem: f fonksiyonu [a, b] tizerinde tanimli ve siirekli olsun. Her bir € > 0 i¢in |f(x) — P(x)| < € sartin1 [a, b]
izerindeki her x i¢in saglayan bir P (x) polinomu vardir.

Lagrange interpolasyonu

Bir f fonksiyonu i¢in (xg, y,) Ve (x1,y;) noktalarinda P(xy) = f(xg) = yo Ve P(xo) = f(xg) = y, olan polinom

(x —x1) (x — x0)
(x0 — x1)y0 (x4 — xp) "

seklinde tanimlanabilir. Burada Ly(x) = (x — x1)/(xg — x1) Ve L1 (x) = (x — x¢)/(x1 — xo) denirse bu fonksiyonlar
Lo(x) = L1(x1) = 1,Lo (1) = L1(x0) = 0
sartlarmni saglarlar. Dolayistyla hem f (x) hem de P(x) ayni (xo, f (xo)) ve (xl, f(x;)) noktalarindan gegecektirler.

P(x) =

Ornegin, (2,4) ve (5,1) noktalar1 i¢in P(x) = —x + 6 polinomu ayn1 noktalardan gecen interpolasyon polinomudur.
Genel durumda her bir k = 0,1, ..., n i¢in L, , (x) fonksiyonlari

a.Lyp(x;) =0, i+k
b.Ln'k(xl-) =1, i=k

seklindedir. Bu sartlarin saglanmast i¢in L, ; (x) fonksiyonunun pay1 her k = 0,1, ...,n i¢in (x — x;,) disindaki tiim
carpanlar1 icermeli iken paydada bu garpanlarin x = x; i¢in yazilmasi gerekmektedir. Bu durumda L,, ; (x) s6yledir:

(x — x0) (x — 21) v (X = X 1) (X — Xpgq) - (X — )
(e = %0) (g = x1) won Qg — 1) (X = Xpege1) oo (X — %)

Ly (x) =

Teorem: xg, x4, ..., X, seklindeki (n + 1) ayrik noktada bir f fonksiyonunun degerleri biliniyor olsun. Bu durumda n.

dereceden P(x) polinomu k = 0,1, ..., n igin f(x;) = P(xy) olacak sekilde asagidaki gibi tanimlanir:

X — X

X — x|

n n n
P(X) = FG)Lno () + FELna () + -+ FGe)lnn@ = ) f@lae@ = ) 1o |] |
k=0 k=0 =0
ik
Ornegin, f(x) = 1/x fonksiyonu i¢in x, = 2, x; = 2.5 ve x, = 4 noktalar1 kullanilarak x = 3 degerindeki yaklasik
degeri tahmin etmek icin P,(x) = 0.05x2 — 0.425x + 1.15 fonksiyonu kullamilabilir. P,(x) ~ 0.325 bulunur.
Ormegin, f(2) =1, f(3) =2, f(—1) = 3, f(4) = 4 ise P3(x) = 0.01666x3 + 0.35x% — 1.06666x + 1.6 bulunur.
Ornegin, f(2) = 0.5, f(2.75) = 4/11 ve f(4) = 0.25 ise ikinci derece Lagrange interpolasyon polinomu P,(x) =
x2/22 — 35x/88 + 49/44 olur. Bu durumda f(3) = P,(3) = 0.32955 bulunur.

Teorem: Eger xg, X1, ..., X, noktalari [a, b] araliginda (n + 1) farkli nokta ve f € C"*1([a, b]) ise Vx € [a, b] icin

fD(E@)

) =P+ =55

(x —xg) . (x — xp)
olacak sekilde bir £(x) € (a, b) vardur.
Bu teorem ile Lagrange interpolasyonundaki hata icin bir {ist sinir belirlenebilir.

Ornegin, f(x) = 1/x fonksiyonu igin xy = 2, x; = 2.75 ve x, = 4 ise |[R(x)| < 9/256 olacaktur.
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12. interpolasyon — I1: Neville ve Newton Yéntemleri
Neville Yontemi: Bu yaklasim 1934 yilinda ingiliz matematikgi Eric Harold Neville tarafindan olusturulmustur ve n +

1 nokta i¢in en fazla n. dereceden bir interpolasyonu polinomunun olusturulmasi i¢in ardigik bir ydontem sunar.
Teorem: f fonksiyonu xg, xy, ..., X, noktalarinda tanimli olsun ve x;, x; € [xo, xx] olacak sekilde iki farkli say1 alinsin.
Eger

(x - xj)P0,1,..,j—1,j+1,...,k(x) —(c=x)Pos,. i-1,i+1,..k (%)
Xi — Xj

P(x) =

ise P(x) polinomu xg, x4, ..., xj seklindeki k + 1 farkli noktada f fonksiyonuna kars1 gelen k. Lagrange polinomudur.
Neville yonteminde polinomlar Q; ; seklinde 0 < j < i i¢in yeniden indislenerek Q;; = P;i_j;_ji1,.,i—1,; halini alir ve
Xi—j» Xi—j+1, - Xi—1, X; ibi j + 1 noktada ilgilenilen fonksiyonu kesen polinom bulunur.

(x = x-1) Q1 j—1 (%) = (x = x)Qy—1,j—1 (%)

X —Xi_]'

Qi (x) =

Ornegin, f(1.0) = 0.7651977, f(1.3) = 0.6200860, f(1.6) = 0.4554022, f(1.9) = 0.2818186 ve f(2.2) =
0.1103623 seklinde 5 farkli nokta xy = 1.0, x; = 1.3, x, = 1.6, x3 = 1.9 ve x, = 2.2 olarak verilmis ise

Py = Qo0 = f(x0)

Py =0Q10= f(xy) Py12=02,

P2 =021 Po123 =033
Py = Q20 = f(x2) P, 0 " Pz =032 p 0 " Ppi1234 = Q44
. . 23 =31 p -0 1,234 — W43
P; =Q30 = f(x3) 2,34 — (42

Py =0Q4p = f(x4)

seklinde tablo lizerinden ardisik hesap ile Q44 polinomu elde edilir. Istenen hassasiyet yakalanamamis ise yeni bir
noktanin, drnegin x5 = 2.5, eklenmesi ile Qs 5 polinomu tiim hesaplarin en bastan yeniden yapilmasina gerek kalmadan,
bu tabloya yapilacak eklemelerle elde edilebilir. Bu 6rek i¢in Q4 4(1.5) = 0.5118200 olarak bulunur.

Ornegin, x; =8.1,8.3,8.6,8.7 icin f(x;) = 16.9446,17.56492,18.50515,18.82091,i = 1,4 ise x = 8.4 icin
yaklasik deger Q3 3(8.4) = 17.8770925 olarak elde edilir.

Newton Yoéntemi: Newton boliinmiis farklar yontemi, tablodan ardisik hesap ile interpolasyon polinomunun derecesinin

artacag1 durumlarda sifirdan hesap yerine var olan hesaplarin {izerinden devam etme imkani saglar.
(x1,¥1), (X2,¥2), oo (Xn41, Yn+1) Noktalarindan gegen n. derece Newton interpolasyon polinomu
Po(x) = ay + ay(x — x1) + az(x — x) (x — x3) + -+ + apyq (x — x) (0 — x3) ... (x — %)
seklinde verilir. Burada katsayilar
Ys—Y2 Y2— N1

Y2—0 X3 — X2 Xop—Xq f[x3,x2] - f[xz.xl]
a; =vy;,a, = = flx,,x,], az = = flx2,x,,%] =
1= Y1 az X, — X, flxz,x1], a3 Xs — %, flxs, x5, 1] Xs — X,
ile verilir. Genel durumda ag,q = flXps1) Xy o) X, %y ] = L1 Mem X2l o X0 0] o 45y e

Xk+1—X1

Katsayilar benzer sekilde tablo iizerinden hesaplanabilmektedir:

N=U fx, x]=a
2, X1 2
V2 flx3,x2,%1] = az _
Y3 flxs ] flxa, x3,%;] flxar s, x2021] = ag flxs, x4, x3,%2,%1] = as
y4 f[X4,.x3] f[xs .X4, x3] f[xs,X4,x3,x2]
:VS f[xSJx4]

Ornegin, (x1,y,) = (0,0), (x2,y2) = (0.1,0.1210), (x3,v3) = (0.2,0.2258), (x4,ys) = (0.5,0.4650) ve (xs,ys) =
(0.8,0.6249) noktalari kullanilarak elde edilen interpolasyon polinomu P, (x) ile P,(0.35) = 0.3577 olur.
Ornegin, (—1,3), (0,—4), (1,5), (2, —6) igin P3(x) = —6x3 + 8x2 + 7x — 4 elde edilir.
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13. Interpolasyon — I11: Hermite Yontemi ve Splaynlar
Hermite Yontemi: Yontem verilen noktalarda bir f ve f’nin baz tiirevleri ile ayn1 degere sahip olan en diisiik dereceli

“oskiile polinom” kavramindan faydalanmaktadir.
Teorem: x, x4, ..., X, bir [a, b] araliginda (n + 1) farkli nokta ve m; de her biri = 0,1, ..., n i¢cim x;’ye karsilik gelen

pozitif tamsay1 olsun. Ayrica m = max m; ve f € C™([a, b]) olsun. Bu durumda f fonksiyonuna karsilik gelen en
sSisn

kiigiik dereceden oskiile polinom her biri = 0,1, ...,n ve k = 0,1, ..., m; i¢in su kosulu saglayan polinomdur:
d*P(x;)  d*f(x)

dxk —  dxk
n = 0 i¢in f fonksiyonuna karsilik gelen oskiile polinom Taylor polinomu iken, m; = 0 ise her bir i = 0,1, ..., n igin

bu oskiile polinom n. Dereceden Lagrange interpolasyon polinomudur.

m; = 1 iken Hermite polinomlari, hem f fonksiyonunun hem de tiirevlerinin degerlerini saglayan polinomlardir. Ayrica
verilen noktalarda tiirev ayn1 oldugundan elde edilen polinomun grafigi de verilen noktalarda uyumlu olacaktir.
Teorem: xg, Xy, ..., X, bir [a, b] araliginda n + 1 farkli nokta ise bu noktalarda f ve f’ ile uyusan en kiigiik 2n + 1

derecesinden bir polinom asagidaki gibi tek bir sekilde verilir. Burada Ly, j(x) Lagrange polinomunu ifade etmektedir.

Hones 09 = )" F(5)Hn 0O+ ) F/(x5) ;)
=0 =0
Hpj(x) = [1=2(x —x;) Ly, (%) ]L5,; (%), Hyj(x) = (x — x;) L7 ;(x).

Eger f € C"*2)([a,b]) ise a < §(x) < b olacak sekilde f(x) = Hyppq(x) + %]’(2"”)({(@) olur.

Ornegin, x, = 1.3 icin f(xy) = 0.6200860, f'(xy) = —0.5220232, x; = 1.6 icin f(x;) = 0.4554022, f(x;) =
—0.5698959 ve x, = 1.9 igin f(x,) = 0.2818186, f'(x,) = —0.5811571 ise H5(1.5) = 0.5118277 bulunur.
Splayn interpolasyon: Kullanilan nokta sayisinin artmasi durumunda tek bir egri ile yaklasim hem hatanin hem de

hesap yiikii ve kullanimin artmasina yol agmaktadir. Splaynlarin kullanimi ile veri noktalari gesitli alt araliklara
boliinerek bu alt araliklarda daha kiiglik dereceden polinomlardan olusan bir pargali fonksiyon tanimlanabilmektedir.
Parcalanan alt araliklarda dogrusal formdaki polinomlar ile lineer splayn fonksiyonlari, ikinci dereceden fonksiyonlar
ile kuadratik splaynlar veya f;, (x) = agx® + bpx? + cix + di, k = 0,1, ..., n formunda kiibik splaynlar kullanilabilir.
Ornegin, f(3) = 2.5, f(4.5) = 1, f(7) = 2.5, £(9) = 0.5 verisi icin asagidaki lineer ve kuadratik splanylar bulunur:

—x+55,3<x<45 —x+553<x<45
f(x) =10.6x—1.7,45<x <7, f(x)=1{0.64x>—6.76x + 18.46,4.5 < x < 7.
—x+1157<x<9 —1.6x% +24.6x—913,7<x<9

Kullanilacak splayn mertebesi veri kiimesinin yapisina gore belirlenir. Burada (xy,y,), ..., (), yx) verisi igin her bir
[xi, x;+1) alt araliginda kullanilacak y splayn derecesi igin k >> n olmasi ve y fonksiyonunun m <n —1 igin m.
dereceden tiirevlerinin [x;, x) | araliginda siirekli olmasina dikkat edilir.

Ornegin, (x1,¥1), (X2,¥2), ..., (Xx, Vi) verisi igin kuadratik splayn interpolasyonu kullanilacaksa olusturulacak k — 1

alt aralikta i —inci [x;, x;,1] aralig1 icin s; = a;x? + b;x + ¢; polinomu tanimlanur.
DA+ gri¢ i i i i P

o k — 1 alt aralikta toplamda 3(k — 1) katsayinin belirlenmesi i¢in s;(x;) = v;, 5;(X;41) = V;4+1 sartlar
ile splaynlarin veri kiimesini saglamasi garanti edilir. Digiim noktalarinda splaynlar aym degeri
verecegi i¢in siireklilik de saglanir. Ug noktalarla ilgili bu sartlardan 2(k — 1) denklem gelmektedir.

o Diizgiin bir egri i¢in s;(x;) = s;,,(x;) sarti kullanilarak k — 2 sart bulunurken s;" = 0 dogal sinir
sartinin da eklenmesi ile toplamda 3(k — 1) sart elde edilmis olur ve katsayilar tek sekilde belirlenir.

Ornegin, (—1,0.038), (—0.8,0.058), (—0.6,0.1), (—0.4,0.2) verisi i¢in asagidaki kuadratik splayn belirlenir:

0.1384+0.1x,-1<x<-0.8
f(x) =10.49 + 0.98x + 0.55x2,—-0.8 < x < —0.6.
0.616 + 1.4x + 0.9x%,—-0.6 <x < —0.4
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