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1. GENEL BİLGİLER  

 

1.1. Giriş 

 

Genel olarak fark kümeleri alanı soyut cebir ve kombinatorik matematiğinin 

kesişiminde bulunur. Fark kümeleri çalışması bu alanlara ek olarak geometri, sayılar 

teorisi ve dizayn teorisinden araçlar kullanır. Fark kümesi bir grubun özel bir alt kümesi 

olup, bir grubun fark kümesi içermesi için simetrik dizayn olarak adlandırılan güzel bir 

yapıda etkin bir şekilde rol alması gerekir. Bu durumda bir fark kümesinin keşfedilmesi 

ilginç bir grup eylemi bulmakla eşdeğerdir. 

 

Fark kümeleri fikri ilk olarak James Singer’ın 1938 tarihli “A Theorem in Finite 

Projective Geometry and Some Applications to Number Theory” makalesinde ortaya 

çıkmıştır. Birçok yazar fark kümelerini bu makaleye dayandırmaktadır. Singer (1938), bir 

fark kümesinin tanımını formüle etmesine rağmen ana teoremi bir dizaynın 

otomorfizması ile ilgilidir. 

 

Fark kümelerinin sistematik olarak çalışılması Marshall Jr. Hall’ın 1940’ların 

sonlarındaki çalışmalarına kadar geri gider. Bu erken dönem makalelerinin tamamında 

kombinatorik, geometri ve cebir matematiği vardır. Konu geliştikçe cebirsel yöntemlerin 

kullanımı giderek artmaktadır. 

 

Fark kümeleri matematiksel açıdan zengin olmakla birlikte gerçek hayattaki 

problemlerde de birçok uygulama alanı vardır. Fark kümeleri optik hizalama, iletişimde 

sinyal gürültüsü varlığı durumunda sinyallerin doğru yorumlanması, astronomik olayların 

görüntülenmesi, hata düzeltme kodlarının oluşturulması, kuantum bilişiminde süreçleri 

kolaylaştırmak, verileri kodlamak ve deşifre etmek gibi uygulama alanlarında 

kullanılmaktadır. Bu uygulamalardan optik hizalamada, iletişimde sinyal gürültüsünün 

varlığında sinyallerin doğru yorumlanmasında ve astronomik olayların 

görüntülenmesinde iyi otokorelasyon özelliklerine sahip fark kümeleri ve ikili diziler 

arasındaki ilişkiden yararlanılır. Fark kümeleri aracılığıyla iyi otokorelasyon özelliklerine 

sahip ikili diziler oluşturulabilir. Diğer uygulamalarda kullanılan fark kümelerinin rolleri 

oldukça farklıdır.  
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Bu tez çalışmasında, fark kümeleri konusunun anlaşılabilmesi için gerekli temel 

kavramlar ve teoremler, fark kümelerinin tanımı, özellikleri, aileleri, fark kümelerine dair 

temel teoremler ve bunlardan bazılarının ispatları, bir fark kümesinin varlık problemi ile 

ligili genel bir literatür özeti bulunmaktadır. Çalışmanın son kısmında ise fark 

kümelerinin ikili dizi oluşturmadaki uygulamalarından olan kodlanmış maske ile 

görüntüleme uygulamasında kullanmak için fark kümelerinin oluşturulmasına yönelik 

bilgisayar programlarında yazılmış kod parçaları bulunmaktadır. Bu kod parçaları 

kullanılarak bir fark kümesi oluşturulmuş ve oluşturulan fark kümesi için kodlanmış bir 

maske şablonu verilmiştir. 

 

1.2. Literatür Özeti 

 

Fark kümeleri fikri ilk olarak Singer (1938)’ın makalesinde ortaya çıkmıştır. Singer 

bir fark kümesinin tanımını formüle etmesine rağmen ana teoremi bir dizaynın 

otomorfizması ile ilgilidir. 

 

Fark kümeleri cebir ve kombinatoriklerin kesişiminde bulunur ve simetrik blok 

dizaynları için pratik ve etkili bir yapıcı yöntemle harekete geçirilir. (Singer, 1938), 

(Bose, 1939), (Bruck, 1955), (Hall, 1956) gibi pek çok makale bu konuyla açıkça ilgilidir. 

Bose (1939) tarafından dengeli tamamlanmamış blok dizaynlarının inşası üzerine iki 

“Modül Teoremi” geliştirilerek bunlar çeşitli dizayn aileleri oluşturmak için uygulanmış 

ve çeşitli inşa yöntemleri incelenmiştir. 

 

Fark kümelerinin sistematik olarak çalışılması 1940’ların sonundaki (Hall, 1947) 

çalışmasına dayanmaktadır. Sonlu gruplardaki fark kümeleri, Bruck (1955) tarafından bir 

makalede ayrıntılarıyla çalışılmıştır. Bruck (1955), Marshall Hall Jr.’ın bir fark 

kümesinin “çarpanı” kavramını gruplardaki fark kümelerine genişletmiştir. İkinci olarak 

da Hall ve Ryser (1951)’ın makalesindeki çarpanlar üzerine olan teoremi değişmeli 

gruplara kadar genişletmiştir. Hall daha sonra bir çalışmasında (Hall, 1956) teoreminin 

bir genellemesini almıştır. Menon (1960) tarafından yazılan makalede Hall (1956)’ın bu 

genel fark kümesi çarpanlarıyla ilgili teoremi değişmeli gruplara genişletilmiştir. 
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Lehmer (1953) tarafından rezidü fark kümeleri üzerinde çalışılmış olup bir 

mükemmel rezidü fark kümesinin (yani her farkın çoklu kümede bir kez göründüğü 

rezidülerden oluşan fark kümesi) 2 modülo 𝑝  nin tüm kuvvetlerini içerdiği ispat 

edilmiştir. 

 

Baumert (1971) tarafından genel devirli fark kümeleri teorisinin oldukça kapsamlı 

bir araştırması verilmiştir. Sonlu gruplarda blok dizaynları ve fark kümelerinin daha genel 

konuları tanıtılsa da, bu konular devirli fark kümeleri için ortaya çıkan problemlere ışık 

tutmak için geliştirilmiştir. 

 

Mcfarland (1973)’ın çalışmasında her asal 𝑞  ve her pozitif 𝑠  tamsayısı için 

parametreleri (𝑣, 𝑘, 𝜆) olan bazı devirli olmayan gruplardaki fark kümeleri için bir yapı 

verilmiştir. 

 

Camion (1979) tarafından yapılan kısa bir çalışma, lineer projektif kodlar açısından 

fark kümeleri çalışmasının tamamını çerçevelemektedir ve bu konudaki (Ding, 2014) gibi 

kitapların tamamı o zamandan beri de yazılmıştır. 

 

Bir fark kümesinin varlığı için simetrik bir dizaynın var olması gerekir. (Bruck ve 

Ryser, 1949) ve (Chowla ve Ryser 1950) çalışmalarında (𝑣, 𝑘, 𝜆) parametreli simetrik 

dizaynların varlığı için Bruck-Ryser-Chowla Teoremi verilmiş ve ilk makalede yazarlar 

𝜆 = 1 durumunda teoremi ispatlamışlardır. İkinci makalede ise sonucu herhangi bir 𝜆 

pozitif tam sayısına genişletmişlerdir. Ryser (1982)’ın makalesinde teoremin çok daha 

basit bir ispatı verilmiştir. Sadece 𝑣  nin tek sayı olduğu (𝑣, 𝑘, 𝜆)  dizaynlarına 

değinilmektedir.  

 

Lam vd. (1989) tarafından, 10 mertebeli projektif düzlemin yokluğu üzerine 

çalışılmış ve bunu takip eden süreçte yapılan bir başka çalışma (Lam, 1991), 10 mertebeli 

projektif düzlem sorununun evrimini ve bilgisayarların sorunu çözmek için nasıl 

kullanıldığını anlatan açıklayıcı bir makaledir. 

 

Kibler (1978)’in makalesi 𝑘 < 20 için devirli olmayan gruplardaki (𝑣, 𝑘, 𝜆) fark 

kümelerinin bir listesini içermektedir. Jungnickel (1992) tarafından modern dizayn 
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teorisinde fark kümeleri üzerine bir çalışma yapılmıştır. Ayrıca bu çalışmada da fark 

kümelerinin kullanışlı tabloları sunulmaktadır. 

 

Beth vd. (1999) tarafından yapılan kapsamlı çalışma fark kümeleri konusundaki 

başlıca genel değerlendirme ve araştırmalardan biridir. Aynı yıl Pott ve yardımcı 

editörleri tarafından, fark kümelerinin daha özel alanlarının birçok değişik araştırmalarını 

bir araya toplayan bir kitap (Pott vd., 1999) yayınlanmıştır. (Jungnickel ve Pott, 1999) ve 

(Golomb, 1999) çalışmaları bu ciltte yayınlanan çalışmalardandır. Jungnickel ve Pott 

(1999) tarafından değişmeli durumlarda bulunan fark kümeleri teorisine giriş niteliğinde 

bir yaklaşım sunulmaktadır. Golomb (1999) tarafından ikili diziler ve onların korelasyon 

özellikleri ile fark kümeleri arasındaki ilişki verilmiştir ve bu konuda büyük ölçüde 

aydınlatıcı bir çalışmadır, ayrıca konu ile ilgili olarak MacWilliams ve Sloane (1976)’ın 

makalesi bulunmaktadır. 

 

1999 sonrasında bu çalışma boyunca kullanılan ve fark kümeleri çalışmasına ilk 

ders kitabı tarzında girişlerden biri olarak hizmet veren Moore ve Pollatsek (2013)’in 

kitabı gibi diğer önemli eserler yayınlanmıştır. Moore ve Pollatsek (2013) tarafından 

yazılan kitapta fark kümelerinin yapısal özellikleri, fark kümelerinin aileleri, nasıl elde 

edildikleri, uygulama alanları, diğer alanlar ile ilişkileri ve matematiksel özellikleri ile 

ilgili uzman olmayanların da anlayabileceği şekilde kapsamlı bir çalışma sunulmuştur. 

Yakın zamanda yapılan tez çalışması (Trout, 2017) değişmeli gruplardaki fark kümeleri 

ve genellemeleri üzerine incelenebilecek ayrıntılı çalışmalardandır. 

 

Fark kümelerinin bir çok alanda uygulaması bulunmakta olup bu konu üzerine 

birçok çalışma yapılmıştır. Godsil ve Roy (2009)’un makalesi kuantum bilişiminde fark 

kümelerinin kullanımı üzerine çalışma olup ayrıca eş açılı doğruların varlığını bir fark 

kümesinin varlığına bağlayan bir teorem içermektedir. Assmus ve Key (1992) tarafından 

cebirsel kodlama teorisinin dizaynların analiz ve sınıflandırılmasındaki uygulamaları 

detaylı olarak incelenmiştir. Baskar ve Saravanan (2012) tarafından fark kümelerinin 

yapılarının verileri kodlamak ve deşifre etmek için kullanılabileceği ve fark kümesi 

kodlarının bellek güvenliği için kullanılması üzerine çalışılmıştır. Ayrıca bu makalede 

fark kümesi kodlarının özelliklerinin, verilerin deşifrelenme sürecini oldukça azaltmak 

için kullanılabileceği üzerine çalışmalar yapılmıştır. Fark kümeleri kozmoloji alanında 
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kullanılarak özel görüntüleme türlerinde büyük bir rol oynamıştır (Zhang vd., 1998). Özel 

görüntüleme türlerinde kullanımı üzerine (Skinner, 1984), (Skinner, 1988), (Zand, 1995) 

ve (Zand, 1996) çalışmaları örnek olarak gösterilebilir. Daha yakın zamanlarda, sinyal 

işleme (Xie vd., 2013) ile kuantum bilgisi ve hesaplama (Roetteler, 2016) için fark 

kümelerinin uygulamaları aktif araştırma alanları haline gelmiştir. 

 

Fark kümeleri çalışmasının alt yapısı için gerekli olan cebir konuları, teoremler ve 

ispatları (Gallian, 2013), (Nicholson, 2012), (Rosen vd., 2005), (Ireland ve Rosen, 1982) 

kaynaklarında kapsamlı olarak mevcuttur. 

 

1.3. Temel Kavramlar 

 

1.3.1. Gruplar  

 

Tanım 1.3.1. (Grup) 𝐺 boş olmayan bir küme ve ∗ işlemi 𝐺 de bir ikili işlem olsun. 

Verilen ∗ işleminin 𝐺  de birleşme özelliği ve birim elemanı varsa ayrıca ∗ işlemine 

göre 𝐺 deki her elemanın tersi varsa (𝐺,∗) cebirsel yapısına grup denir.  

 

Tanım 1.3.2. (Değişmeli Grup) Cebirsel yapı (𝐺,∗) bir grup v𝑒 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 için 𝑎 ∗ 𝑏 =

𝑏 ∗ 𝑎 değişme özelliği sağlanıyorsa gruba değişmeli grup veya abel grubu denir.  

 

Tanım 1.3.3. (Sonlu Grup) 𝐺 sonlu bir küme ise (𝐺,∗) grubuna bir sonlu grup denir ve 

eleman sayısına da grubun mertebesi denir.  

  

Tanım 1.3.4. (Homomorfizma-İzomorfizma-Otomorfizma) Cebirsel yapı olan (𝐺,⊙) ve 

(𝐺′,⊗) iki grup olmak üzere 𝑓: 𝐺 → 𝐺′ bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  için; 

𝑓(𝑎 ⊙ 𝑏) = 𝑓(𝑎) ⊗ 𝑓(𝑏)  oluyorsa o zaman 𝑓  ye grup homomorfizması adı verilir. 

Eğer 𝑓 homomorfizması birebir ve örten ise bir izomorfizma adını alır. Ayrıca, eğer 𝐺 =

𝐺′ ve 𝑓 bir izomorfizma ise 𝑓 ye bir otomorfizma denir.  

 

Gruplar konusu ile ilgili daha fazla bilgi için (Gallian, 2013) ve (Nicholson, 2012) 

kaynaklarına bakılabilir.    



6 

 

1.3.2. Kuadratik Rezidüler  

 

Fark kümelerinin uygulamaları üzerinde çalışılırken kullanılacak olan bazı fark 

kümeleri için kuadratik rezidülere ihtiyaç duyulacaktır. Bu nedenle kuadratik rezidü 

kavramı için temel tanım ve teoremlerin verilmesi çalışma için faydalı olacaktır. 

 

Tanım 1.3.5. (Kuadratik Rezidü) 𝑝 bir tek asal ve 𝑎 sayısı da obeb(𝑝, 𝑎) = 1 olan bir 

tam sayı olsun. Eğer 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) kongrüansı çözülebilirse 𝑎 ya 𝑝 modülüne göre 

kuadratik rezidü (karesel kalan) denir, 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) kongrüansı çözülemez ise 𝑎 ya 

𝑝 modülüne göre kuadratik olmayan rezidü denir.  

 

Lemma 1.3.6. 𝑝 bir tek asal ve 𝑎 da 𝑝 ile bölünemeyen bir tamsayı olmak üzere, 𝑥2 ≡

𝑎(mod 𝑝) kongrüansı ya çözümsüzdür ya da 𝑝 modülüne göre birbirlerine kongrüent 

olmayan iki çözümü vardır.  

  

İspat: 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝)  kongrüansının 𝑥 = 𝑥0  gibi bir çözüme sahip olduğu 

varsayılsın. 𝑥 = −𝑥0  diğer çözümdür. Gerçekten (−𝑥0)2 = 𝑥0
2 ≡ 𝑎( mod 𝑝)  olup 

−𝑥0  bir çözümdür. 𝑥0 ≢ −𝑥0(mod 𝑝) dir. Eğer 𝑥0 ≡ −𝑥0(mod 𝑝) olsaydı 2𝑥0 ≡

0(mod 𝑝) olup, 𝑝|𝑥0 olurdu. Halbuki 𝑝 tek asal 𝑝 ∤ 𝑎 olup 𝑥0
2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) ve 𝑝 ∤

𝑥0 dır. İkiden fazla çözüm olmadığını göstermek için de 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) nin 𝑥 = 𝑥0 

ve 𝑥 = 𝑥1 gibi iki çözümü olduğu kabul edilsin. O zaman 𝑥0
2 ≡ 𝑥1

2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) ve 

𝑥0
2 − 𝑥1

2 = (𝑥0 + 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥1) ≡ 0(mod 𝑝) olup, ya 𝑝|(𝑥0 + 𝑥1) ya da 𝑝|(𝑥0 − 𝑥1) 

dir. Bunlardan da ya 𝑥1 ≡ −𝑥0(mod 𝑝) ya da 𝑥1 ≡ 𝑥0(mod 𝑝) olur ki bu da bize 

sadece iki tane birbirlerine kongrüent olmayan çözüm olduğunu verir. (Rosen vd., 2005) 

 

Teorem 1.3.7. 𝑝  bir tek asal olmak üzere 𝑝  nin kuadratik rezidüleri ile kuadratik 

olmayan rezidüleri sayısı birbirine eşit olup her biri (𝑝 − 1)/2 tanedir.  

 

İspat: 1,2, . . . , 𝑝 − 1 sayıları arasından 𝑝  nin bütün kuadratik rezidüleri bulunmak 

istenirse bu sayıların karelerinin 𝑝  modülüne göre en küçük pozitif kalanları 

bulunmalıdır. 𝑝 − 1  tane kare hesaplanacağından ve her bir 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑝) 

kongrüansı ya çözümsüz ya da iki çözümlü olacağından 1,2, . . . , 𝑝 − 1 sayıları arasından 

tam (𝑝 − 1)/2 tane 𝑝 nin kuadratik rezidüsü olmalıdır. Geriye kalan (𝑝 − 1)/2 tane 
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𝑝 − 1 den küçük pozitif tam sayı da 𝑝 nin kuadratik olmayan rezidüleridir. (Rosen vd., 

2005) 

 

Kuadratik rezidüler ile ilgili daha fazla bilgi için (Rosen vd., 2005) kaynağına 

bakılabilir. 

 

1.3.3. Tekrarlanma Yapıları ve Dizaynlar 

 

Tanım 1.3.8. (Tekrarlanma Yapısı) Bir tekrarlanma yapısı olan 𝒟 , ( 𝒫, ℬ, ℐ ) sıralı 

üçlüsünden meydana gelir. Burada 𝒫 , 𝑝  noktalarının kümesi; ℬ , 𝒫  kümesindeki 

noktalardan oluşan 𝐵 bloklarının kümesi; ℐ ⊆ 𝒫 × ℬ, 𝒫 ile ℬ arasındaki tekrarlanma 

ilişkisidir.  

 

Eğer (𝑝, 𝐵), ℐ tekrarlanma iliskisi içerisinde ise 𝑝 ve 𝐵 nin çakıştığı söylenir. Bir 

blok diğer bir blok ile aynı nokta kümesine sahipse “tekrarlanır” denir. Bir tekrarlanma 

yapısında tekrarlanan bloklar yoksa basit tekrarlanma yapısı olarak bilinirler. Çalışılacak 

olan tekrarlanma yapıları basittir, bu yüzden bir blok nokta kümesi olarak görülebilir. 𝑝 

noktası 𝐵 bloğu ile ilişkili ise 𝑝 ∈ 𝐵 olur. 𝒫 nin alt kümesi olarak tanımlanan bloklarla 

oluşturulan tekrarlanma yapısı basitçe (𝒫, ℬ) olarak yazılır. Tekrarlanma yapısı kavramı 

için şu örnekler verilebilir. 

 

Örnek 1.3.9. Öklid düzleminde, 𝒫  düzlemdeki noktalar kümesi ve ℬ  düzlemdeki 

doğrular kümesinden oluşur.  

 

Örnek 1.3.10. 𝒫 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} kümesi üç kişiden oluşan bir komiteyi temsil etsin ve ℬ =

{{𝑎}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}} kümesi de bu kişilerden oluşan dört komiteyi temsil etsin. 𝑎 

kişisi dört komitenin hepsinde, 𝑏 kişisi 2. ve 4. komitede, c kişisi ise 3. ve 4. komitede 

yer almaktadır.  

 

Örnek 1.3.9 da bulunan nokta ve blokların kümesi sonsuzdur. Örnek 1.3.10 da ise 

nokta ve bloklar sonludur. Örnek 1.3.9 da herhangi iki nokta bir doğruyu belirlediğinden, 

herhangi iki noktanın sadece 1 doğru üzerinde birlikte bulunabileceği düzenlilik koşuluna 

sahiptir. Örnek 1.3.10 ise böyle bir düzenlilik koşuluna sahip değildir, bloklar bile farklı 
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büyüklüktedir. Bu çalışmada incelenecek olan tekrarlanma yapıları sonludur. 

 

Bir tekrarlanma yapısını temsil etmek için matris gösterimi de kullanılabilir. Bu 

gösterim için aşağıdaki tanım kullanılacaktır. 

 

Tanım 1.3.11. (Tekrarlanma Matrisi) 𝒟 - (𝒫, ℬ, ℐ)  tekrarlanma yapısında 𝒫  nin 

mertebesi |𝒫| = 𝑣  ve ℬ  nin mertebesi |ℬ| = 𝑢  olsun. Burada 𝑝𝑖 , 0 < 𝑖 ≤ 𝑣  olmak 

üzere noktaları ve 𝐵𝑗 , 0 < 𝑗 ≤ 𝑢  olmak üzere blokları temsil etsin. Bu durumda 

tekrarlanma matrisi olan 𝑀, 𝑚𝑖𝑗 ∈ 𝑀 olmak üzere; 

 

𝑚𝑖𝑗 = {
1 eğer 𝑝𝑖 ∈ 𝐵𝑗 ise,

0 aksi durumda.
 

 

olarak tanımlanır. 

 

Her sonlu tekrarlanma yapısı tekrarlanma matrisi ile temsil edilebilir, burada 

sütunlar noktaları ve satırlar blokları temsil eder. 

 

Örnek 1.3.12. Örnek 1.3.10 daki tekrarlanma yapısının tekrarlanma matrisi ile ifade 

edilişi, 𝒫 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} ve ℬ = {{𝑎}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}} olmak üzere;  

 

𝑀 = [

1 0 0
1 1 0
1 0 1
1 1 1

] 

 

bulunur.  

 

Bir tekrarlanma matrisi, sadece bir tekrarlanma yapısını temsil etmek için bir yol 

değildir. Bazen matris çarpımı, tekrarlanma yapısını incelemek için bir araç sağlar. 

Örneğin, iki tekrarlanma yapısının esas olarak aynı olup olmadığını kontrol etmek için 

bloklar veya noktalar yeniden sıralanarak tekrarlanma matrisi permütasyon matrisi ile 

çarpılabilir. (Moore ve Pollatsek, 2013)  
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Gruplarda olduğu gibi tekrarlanma yapıları da karşılaştırılabilir. Bu karşılaştırma 

için izomorf tekrarlanma yapıları tanımı verilecektir. 

 

Tanım 1.3.13. (İzomorf Tekrarlanma Yapıları) İki basit tekrarlanma yapısı (𝒫, ℬ, ℐ) ve 

(𝒫′, ℬ′, ℐ′) olmak üzere, 𝒫 yi 𝒫′ ne, ℬ yi ℬ′ ne eşleyen bire-bir fonksiyon varsa bu 

tekrarlanma yapıları izomorfiktir.  

 

Fark kümeleri konusu çoğunlukla özel bir dizayn ile ilişkili olduğundan dizaylar ile 

ilgili temel bilgiler çalışma için faydalı olacaktır. 

 

Tanım 1.3.14. (t-Dizayn) 𝑡  negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere, (𝑣, 𝑘, 𝜆) 

parametreli bir 𝑡-dizaynı 𝒟=(𝒫, ℬ) tekrarlanma yapısıdır. Burada 𝒫, 𝑣 büyüklüğünde 

noktalar kümesini ve ℬ, bloklar adı verilen 𝒫 nin 𝑘 elemanlı alt kümelerinden oluşan 

bir kümeyi ifade eder. Öyle ki 𝜆 ≥ 1 olmak üzere, 𝒫 nin 𝑡 elemanlı her bir alt kümesi 

bu bloklarda tam olarak 𝜆 kez bulunur.  

 

Örnek 1.3.15. 2 -(6,3,2)  dizayn örneği incelenecektir. Merkezinde bir tepe noktası 

bulunan beşgen üzerindeki bloklar iki şekilde ayırılarak sunulacaktır. Şekil 1 deki köşe 

noktaları ve merkezi ilk altı doğal sayı ile saat yönünün tersine doğru numaralandırılmış 

olan iki beşgen ele alınırsa, (a) beşgeninde ağırlık merkezini tepe noktası olarak almış 

olan beş tane üçgen ve (b) beşgeninde bir kenarı beşgenin çevresi üzerinde bulunan beş 

tane ikizkenar üçgen vardır. (a) ve (b) beşgenlerinde bulunan bu üçgenlerin her biri üç 

elemanlı bloklardır ve bu bloklarda bulunan her nokta çifti tam olarak iki üçgende 

görülür. 

 

 

Şekil 1. Farklı yollarla üçgen parçalarına ayırılmış iki beşgen. 

 

2 - (6,3,2)  dizaynının blok kümesi bu iki beşgende bulunan bloklar kümesinin 

birleşiminden oluşur.  
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(a) daki bloklar:  

 
[162], [263], [364], [465], [561] 

 

(b) deki bloklar:  

 

[134], [245], [315], [421], [523] 

 

2-(6,3,2) dizaynındaki bloklar:  

 

[162], [263], [364], [465], [561], [134], [245], [315], [421], [523] 

 

olarak bulunur. 2-(6,3,2) dizaynındaki bloklar esasında, ilk altı doğal sayı kullanılarak 

kolayca ortaya çıkarılan dizaynın doğasını gizler. (Bu örnek (Trout, 2017) tez 

çalışmasından alınmıştır.) 

 

Özet olarak bir 𝑡-(𝑣, 𝑘, 𝜆) dizaynı için parametreler aşağıdaki gibidir. 

𝑣: noktaların sayısı, 

𝑏: blokların sayısı, 

𝑘: her blokta bulunan nokta sayısı, 

𝑟: noktalar kümesinden herhangi bir noktanın bulunduğu blok sayısı, 

𝜆: verilen herhangi bir nokta çiftinin bulunduğu blok sayısı. 

 

Teorem 1.3.16. Eğer 𝒟 bir 2-dizaynı ise, 𝑟(𝑘 − 1) = 𝜆(𝑣 − 1).   

 

İspat: 𝑥, dizaynın noktalar kümesinden alınan herhangi bir nokta olmak üzere, 𝑥 ≠ 𝑦 

olacak şekilde (𝑥, 𝑦) çiftleri iki şekilde sayılarak ispat yapılacaktır. Noktalar kümesinde 

𝑥 ten farklı 𝑣 − 1 tane nokta vardır ve 𝑡 = 2 olduğundan bu (𝑥, 𝑦) çifti 𝜆 tane blokta 

birlikte bulunmalıdır. Bununla birlikte 𝑥 noktasının bulunduğu blok sayısı 𝑟 tanedir. 𝑥 

ile bir çift oluşturan 𝑘 − 1 tane başka nokta vardır. O halde iki taraf da sayılacak olursa, 

𝑟(𝑘 − 1) = 𝜆(𝑣 − 1) olacaktır.  
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Teorem 1.3.17. Bir 𝑡-(𝑣, 𝑘, 𝜆) dizaynı için, 𝑣𝑟 = 𝑏𝑘 eşitliği mevcuttur. 

 

İspat: 𝑥 ∈ 𝐵 olmak üzere (𝑥, 𝐵) ve (𝒫, ℬ) çiftleri ele alınsın. Burada 𝑣  tane nokta 

vardır ve her biri 𝑟 tane blokta bulunmalıdır. Diğer taraftan 𝑏 tane blok var ve her biri 

𝑘 tane nokta içeriyor. İki taraflı sayım sonucu, 𝑣𝑟 = 𝑏𝑘 olur. 

 

Tanım 1.3.18. (Simetrik Dizayn) Simetrik (𝑣, 𝑘, 𝜆) -dizaynı 0 < 𝑘 < 𝑣  olmak üzere 

aşağıda verilen koşullar ile birlikte bir (𝒫, ℬ, ℐ) tekrarlanma yapısıdır.    

i) |𝒫| = 𝑣.  

ii) |ℬ| = 𝑣. 

iii) Her bir nokta 𝑘 tane blokta bulunur. 

iv) Her blokta 𝑘 tane nokta bulunur. 

v) Her nokta çifti 𝜆 blokta bulunur. 

vi) Her blok çifti 𝜆 noktada çakışır.  

 

𝜆 = 0 veya 𝜆 = 𝑘 − 1 olan dizaynlar trivial (önemsiz) simetrik dizaynlar olarak 

adlandırılırlar. 𝑛 = 𝑘 − 𝜆 değeri simetrik dizaynın mertebesi olarak adlandırılır. 

 

Örnek 1.3.19. Şekil 2 de verilen 1 × 1 tipinde küçük karelerden oluşan 4 × 4 tipinde 

bir tablo düşünülsün. 

 

 

Şekil 2. 𝑇7 bloğunun gölgeli olduğu 4 × 4 formunda kareler dizaynı. 

 

Tablo üzerinde bulunan 16 farklı kare dizaynın noktalarını oluşturur. 𝑇𝑗 bloğu 𝑗 noktası 

hariç 𝑗 noktasının bulunduğu tüm satır ve tüm sütundaki noktalardan oluşur. Böylece her 

blok 6 adet kare içerir. Örneğin Şekil 2 de gösterilen kareleri yazacak olursak 𝑇7 bloğu 

3,5,6,8,11,15 sayılarından oluşur. Benzer şekilde 𝑗 ∈ {1,2, . . . ,16} olmak üzere tüm 𝑇𝑗 
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blokları bulunabilir. Bu bloklar verilen kurala göre oluşturulduklarında şu şekildedirler: 

 

𝑇1 = {2,3,4,5,9,13}    𝑇9 = {10,11,12,1,5,13}

𝑇2 = {1,3,4,6,10,14}    𝑇10 = {9,11,12,2,6,14}

𝑇3 = {1,2,4,7,11,15}    𝑇11 = {9,10,12,3,7,15}

𝑇4 = {1,2,3,8,12,16}    𝑇12 = {9,10,11,4,8,16}

𝑇5 = {6,7,8,1,9,13}    𝑇13 = {14,15,16,1,5,9}

𝑇6 = {5,7,8,2,10,14}    𝑇14 = {13,15,16,2,6,10}

𝑇7 = {5,6,8,3,11,15}    𝑇15 = {13,14,16,3,7,11}

𝑇8 = {5,6,7,4,12,16}    𝑇16 = {13,14,15,4,8,12}

 

  

Sonuç olarak oluşturulan tüm bloklar incelenirse bu yapı formu (16,6,2)  simetrik 

dizaynıdır. (Moore ve Pollatsek, 2013) 

 

Örnek 1.3.15 te gösterilen 2-dizaynı bir simetrik dizayn değildir çünkü nokta ve 

blok kümeleri farklı büyüklüktedirler.  

 

Simetrik dizaynlarda 𝑏 = 𝑣  olduğundan Teorem 1.3.17 den 𝑟 = 𝑘  yazılır. Bu 

durumda simetrik dizaynlarda 𝑟 = 𝑘 olduğu için Teorem 1.3.16 yerine aşağıdaki teorem 

yazılır. Bu teorem aynı zamanda simetrik bir dizaynın parametreleri arasındaki ilişkiyi 

verir. 

 

Teorem 1.3.20. Simetrik (𝑣, 𝑘, 𝜆)-dizaynı için, (𝑣 − 1)𝜆 = 𝑘(𝑘 − 1). 

 

İspat: Teoremin ispatı, Teorem 1.3.16 nın ispatı ile aynı şekilde yapılmaktadır.  

 

Tekrarlanma yapıları ve dizaynlar ile ilgili daha fazla bilgi için (Bose, 1939), (Hall 

ve Ryser, 1951), (Beth vd., 1999), (Jungnickel, 1992) çalışmalarına bakılabilir. 
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1.4. Fark Kümeleri   

 

1.4.1. Tanım  

 

Bu kısımda sonlu gruplar üzerinde çalışılacaktır. Eğer 𝐺, 𝑣 mertebeli sonlu bir 

grup ise genellikle 𝐺 , modülo 𝑣  toplama işlemi altındaki tam sayılar grubu ℤ𝑣 =

{1,2, . . . , 𝑣 − 1} olarak tanımlanacaktır. 

 

Tanım 1.4.1. (Fark Kümesi) 𝑣 mertebeli bir 𝐺 grubunun 𝑘 elemanlı bir alt kümesi 𝐷 

olsun. 𝑑𝑖 , 𝑑𝑗 ∈ 𝐷 olmak üzere 𝑑𝑖 ∗ 𝑑𝑗
−1 şeklindeki elemanların oluşturduğu çoklu küme 

𝛥, 𝐺 nin birim elemanından farklı elemanlarının her birini tam 𝜆 kez içeriyorsa, bu 𝐷 

alt kümesine, 𝐺 grubu içindeki bir (𝑣, 𝑘, 𝜆) parametreli fark kümesi denir.  

 

Fark kümesi oluştururken kullanılan gruplar genellikle toplamsal gruplar 

olduğundan tanım şu şekilde verilebilir: 𝐺 sonlu bir grup ve |𝐺| = 𝑣 olsun. ∅ ≠ 𝐷 ⊆ 𝐺 

ve eleman sayısı |𝐷| = 𝑘 olmak üzere, 𝐷 = {𝑑1, 𝑑2, . . . , 𝑑𝑘} olan modülo 𝑣 deki kalan 

sınıflarının 𝑘  tane elemanından oluşsun. 𝑑𝑖, 𝑑𝑗 ∈ 𝐷 , 𝑑𝑖 ≠ 𝑑𝑗  ve 𝛼 ∈ 𝐺 , 𝛼 ≢

1𝐺(mod 𝑣) olmak üzere;  

 

𝑑𝑖 − 𝑑𝑗 ≡ 𝛼(mod 𝑣) 

 

kongrüansı tam olarak 𝜆 tane (𝑑𝑖 , 𝑑𝑗) çözüm çiftini içerir. Burada çoklu küme Δ:  

 

Δ = {𝑑𝑖 − 𝑑𝑗| 𝑑𝑖, 𝑑𝑗 ∈ 𝐷,  𝑑𝑖 ≠ 𝑑𝑗}. 

 

Bu yapıdaki (𝑣, 𝑘, 𝜆)  parametre sistemi, 𝐷 ⊆ 𝐺  fark kümesini verecektir. 𝐺  grubu 

çarpımsal bir grup ise fark kümesi kongrüansı:  

 

𝑑𝑖𝑑𝑗
−1 ≡ 𝛼(mod 𝑣) 

 

tam olarak 𝜆 tane (𝑑𝑖, 𝑑𝑗) çözüm çiftini içerir. Burada çoklu küme Δ:  
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Δ = {𝑑𝑖𝑑𝑗
−1| 𝑑𝑖 , 𝑑𝑗 ∈ 𝐷,  𝑑𝑖 ≠ 𝑑𝑗}. 

 

Örnek 1.4.2. ( ℤ13, + ) grubunda 𝐷 = {0,1,3,9}  kümesi (13,4,1)  parametreli fark 

kümesidir. 𝐷 nin 𝐺 de bir fark kümesi olup olmadığını kontrol etmek için çalışmayı bir 

tabloda düzenlemek uygun olur. 𝐷 kümesindeki elemanların farklarından oluşan çoklu 

küme tablosu Δ, Tablo 1 de verilmiştir. 

 

Tablo 1. (ℤ13, +) grubundaki 𝐷 = {0,1,3,9} fark kümesi için çoklu küme tablosu. 

 

Tablo 1 deki çoklu kümeyi oluşturan farklar modülo 13 te değerlendirilmiştir. ℤ13 ün 

birim elmanı {0}  hariç tüm elemanları, 𝐷  alt kümesindeki elemanların farklarının 

alınması ile oluşturulan Δ  çoklu kümesinde bir kez temsil edilmiş olup 𝐷  kümesi 

(13,4,1) parametreli fark kümesidir.   

 

Örnek 1.4.3. 𝐺 = ℤ7 = {0,1,2,3,4,5,6}  olmak üzere (𝐺, +)  grubunun yedi elemanı 

noktalar kümesi olarak belirlensin. Bloklar kümesi ise (ℤ7, +) grubunun fark kümesi 

olan 𝐷 = {1,2,4} kümesinin yedi adet ötelemesinden oluşsun. Yani, 𝑎 ∈ 𝐺 olmak üzere 

(𝑎 + 𝐷) = {𝑎 + 1, 𝑎 + 2, 𝑎 + 4} kümesi bloklar kümesi 𝐿 olarak ele alınsın.  

 

𝐿 = {{1,2,4}, {2,3,5}, {3,4,6}, {4,5,0}, {5,6,1}, {6,0,2}, {0,1,3}} 

 

𝐺  grubu ve bu grubun 𝐷  fark kümesinin ötelemelerinden oluşan 𝐿  bloklar kümesi 

incelendiğinde;  

i) 7 tane nokta vardır, |𝐺| = 7.  

ii) 7 tane blok vardır, |𝐿| = 7.  

iii) Her bir nokta 3 tane blokta bulunur.  

iv) Her blokta 3 tane nokta bulunur.   

− 0 1 3 9 

0 0−0≡0 (mod 13) 0−1≡12 (mod 13) 0−3≡10 (mod 13) 0−9≡4 (mod 13) 

1 1−0≡1 (mod 13) 1−1≡0 (mod 13) 1−3≡11 (mod 13) 1−9≡5 (mod 13) 

3 3−0≡3 (mod 13) 3−1≡2 (mod 13) 3−3≡0 (mod 13) 3−9≡7 (mod 13) 

9 9−0≡9 (mod 13) 9−1≡8 (mod 13) 9−3≡6 (mod 13) 9−9≡0 (mod 13) 
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v) Herhangi iki blokta 1 tane ortak nokta bulunur.  

vi) Herhangi iki nokta 1 blokta birlikte bulunur. 

 

 
Şekil 3. Fano Düzlemi:𝑃 noktalar kümesi ve 𝐿 doğrular kümesi olmak üzere |𝑃| = 7 

ve |𝐿| = 7 olan, her noktasının ve her doğrusunun derecesi 3 olan 𝑆 = (𝑃, 𝐿) 

lineer uzayı. 

 

Şekil 3 te blokların çoğu doğru olarak temsil edilir, {2,4,1} bloğu daire ile temsil 

edilir. Bloklar doğrular olarak düşünülürse yedi tane doğru vardır, herhangi iki doğru bir 

ortak nokta bulundurur, her doğru üç noktadan oluşur, her nokta üç doğruya aittir, 

herhangi iki nokta yalnızca bir doğru üzerinde bulunur. Bu yapı aynı zamanda (7,3,1) 

simetrik dizaynını oluşturur. Bu örnek (Moore ve Pollatsek, 2013) kaynağından 

uyarlanmıştır. 

 

Dizaynlarda olduğu gibi, önemli parametreler fark kümeleri ile de ilişkilidir. Bu 

parametreleri belirtmek için aşağıdaki harfler kullanılır:  

 𝑣 = |𝐺|, 

 𝑘 = |𝐷|, 

 𝜆 , 𝐺  deki birim eleman dışındaki elemanların 𝐷  deki elemanların farkları olarak 

tekrarlanma sayısı, 

 𝑛 = 𝑘 − 𝜆 ise fark kümesinin mertebesi olarak bilinir.  

 

Bu parametreler ile birlikte 𝐷, (𝑣, 𝑘, 𝜆)-fark kümesidir. Fark kümesi tanımının bir 

sonucu olarak fark kümesinin parametrelerinin birbiri ile ilişkili olduğu görülür. Eğer 𝐷 

kümesi 𝐺  nin uygun bir alt kümesi ise 0 < 𝑘 < 𝑣  olduğu açıktır. Ayrıca 𝜆 < 𝑘  ve 

dolayısıyla mertebenin daima pozitif bir sayı olduğu söylenebilir.  
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Teorem 1.4.4. 𝐷 ⊂ 𝐺  olmak üzere, 𝐷  bir (𝑣, 𝑘, 𝜆)-fark kümesi olsun. Bu durumda 

parametreler arasında 𝑘(𝑘 − 1) = 𝜆(𝑣 − 1) ilişkisi vardır. O zaman, 𝑛 = 𝑘2 − 𝜆𝑣 dir.  

 

İspat: Bu teoremin ispatı iki taraflı sayım yapılarak yapılacaktır. Varsayılsın ki 𝐺 

toplamsal bir gruptur. Çoklu küme Δ nın tanımı:  

 

Δ = {𝑑𝑖 − 𝑑𝑗| 𝑑𝑖, 𝑑𝑗 ∈ 𝐷,  𝑑𝑖 ≠ 𝑑𝑗}. 

 

Burada 𝑘(𝑘 − 1) tane birim eleman olmayan fark mevcuttur, bu yüzden |Δ| = 𝑘(𝑘 −

1). Aynı zamanda 𝐷 bir fark kümesi olduğu için 𝐺 nin birim elemandan farklı 𝑣 − 1 

tene elemanı Δ çoklu kümesinde 𝜆 kez bulunmalıdır, bu nedenle |Δ| = 𝜆(𝑣 − 1). İki 

taraflı içermelere bakılırsa 𝑘(𝑘 − 1) = 𝜆(𝑣 − 1)  olur. Ayrıca 𝑛 = 𝑘 − 𝜆  olduğu 

biliniyor. Aynı zamanda fark kümesinin parametreleri arasındaki bağıntı 𝑘(𝑘 − 1) =

𝜆(𝑣 − 1) olduğundan 𝑘2 − 𝑘 = 𝜆𝑣 − 𝜆 bulunur ve buradan 𝑘2 − 𝜆𝑣 = 𝑘 − 𝜆 ise 𝑛 =

𝑘2 − 𝜆𝑣 sonucuna ulaşılır. 

 

Dikkat çekmeye değer ancak çok önemli olmayan birkaç fark kümesi vardır. 

Tanıma geri dönülürse, 𝐷 nin 𝐺 nin uygun bir alt kümesi olduğundan emin olunmalıdır. 

Dolayısıyla, aşağıdakiler büyük ölçüde göz ardı edilir. Grubunun fark kümesi olan alt 

kümelerine bakılırsa ilk akla gelenler:  

i) 𝐷 = ∅,  

ii) 𝐷 = {0,1, . . . , 𝑣 − 1} = 𝐺,  

iii) 𝐷 = {𝑖}, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑣 − 1,  

iv) 𝑖 ∈ {1,2, . . . , 𝑣 − 2} olmak üzere 𝐷 = {0,1, . . . , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, . . . , 𝑣 − 1}.  

 

Bu kümelerin parametreleri incelenecek olursa: 

i) (𝑣, 𝑘, 𝜆) = (𝑣, 0,0),  

ii) (𝑣, 𝑘, 𝜆) = (𝑣, 𝑣, 𝑣),  

iii) (𝑣, 𝑘, 𝜆) = (𝑣, 1,0),  

iv) (𝑣, 𝑘, 𝜆) = (𝑣, 𝑣 − 1, 𝑣 − 2).   
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1.4.2. Hemen Hemen Fark Kümesi 

 

(𝐺, +), 𝑣 mertebeli toplama işlemi altında bir grup ve 𝐷, 𝐺 nin 𝑘 elemanlı bir alt 

kümesi olsun. 𝐺  deki elemanların 𝑡 kadarı 𝐷 nin elemanlarının farkları tarafından 𝜆 

kez temsil edilirken 𝐺 nin 𝑡 tane elemanı ve birim elemanı hariç geriye kalan elemanları 

( 𝑣 − 1 − 𝑡  tane elemanı) 𝜆 + 1  kez temsil edilir. Bu durumda 𝐷 , (𝑣, 𝑘, 𝜆, 𝑡) 

parametreli hemen hemen fark kümesidir. 

 

Fark kümelerinin parametreleri arasındaki bağıntı kullanılarak, hemen hemen fark 

kümesi için, 𝑘(𝑘 − 1) = 𝜆𝑡 + (𝜆 + 1)(𝑣 − 1 − 𝑡) = (𝜆 + 1)(𝑣 − 1) − 𝑡  denklemi 

yazılır. 

 

Örnek 1.4.5. (ℤ13, +)  grubu için 𝐷 = {1,3,4,9,10,12}  alt kümesi (13,6,2,6) 

parametreli hemen hemen fark kümesidir. 𝐷  kümesinin hemen hemen fark kümesi 

olabilmesi için kümedeki elemanların farkları ile oluşturulan Δ çoklu kümesinde birim 

eleman {0} hariç, ℤ13  kümesindeki 𝑡  tane eleman 𝜆  kez ve 𝑣 − 1 − 𝑡  tane eleman 

𝜆 + 1 kez temsil edilmelidir. Bu durumu inceleyebilmek için Δ çoklu kümesini tablo 

şeklinde yazmak faydalı olacaktır. Verilen grup toplama işlemi altında bir grup olduğu 

için Δ  çoklu kümesi oluşturulurken 𝐷  kümesindeki elemanların farkları alınacaktır. 

Alınan bu fark sonuçları modülo 13 te değerlendirilerek yazılacaktır. Tablo 

oluşturulduktan sonra 𝜆 ve 𝑡 değerleri ortaya çıkar ve verilen kümenin hemen hemen 

fark kümesi olup olmadığı sonucuna varılır. Bu çoklu küme Tablo 2 de verilmiştir. 

 

Tablo 2 incelendiğinde 𝐷 = {1,3,4,9,10,12}  kümesinin elemanlarının farkları 

tarafından ℤ13 ün 𝑡 = 6 tane elemanı olan 1,3,4,9,10,12 sayıları 𝜆 = 2 kez ve 13 −

6 − 1 = 6 adet elemanı olan 2,5,6,7,8,11 sayıları 𝜆 + 1 = 3 kez temsil edilmiştir. Bu 

nedenden dolayı 𝐷 = {1,3,4,9,10,12} alt kümesi (13,6,2,6) parametreli hemen hemen 

fark kümesidir.  
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Tablo 2. (ℤ13, +) grubundaki 𝐷 = {1,3,4,9,10,12} hemen hemen fark kümesi için 

oluşturulan çoklu küme tablosu. 

s ∈ ℤ13/{0} λ = 2 Değeri İçin Farklar λ + 1 = 3 Değeri İçin Farklar 

1 (4 − 3), (10 − 9) - 

2 (1 − 12), (3 − 1) (12 − 10) 

3 (4 − 1), (12 − 9) - 

4 (1 − 10), (3 − 12) - 

5 (1 − 9), (4 − 12) (9 − 4) 

6 (3 − 10), (9 − 3) (10 − 4) 

7 (3 − 9), (4 − 10) (10 − 3) 

8 (4 − 9), (9 − 1) (12 − 4) 

9 (10 − 1), (12 − 3) - 

10 (1 − 4), (9 − 12) - 

11 (1 − 3), (10 − 12) (12 − 1) 

12 (3 − 4), (9 − 10) - 

 

1.4.3. Kısmi Fark Kümesi 

 

𝐺 , 𝑣  mertebeli toplama işlemi altında bir grup ve 𝐷, 𝐺  nin 𝑘 elemanlı bir alt 

kümesi olsun. 𝐺  nin birim elemanı dışındaki her bir elemanı 𝐷  nin elemanlarının 

farklarından oluşan çoklu kümede 𝜆 kez temsil edilirken 𝐺 nin birim eleman ve 𝐷 den 

farklı elemanları çoklu kümede 𝜇 kez temsil edilir. Bu şartlar altında D -(𝑣, 𝑘, 𝜆, 𝜇) kısmi 

fark kümesidir. 

 

Eğer 𝜇 = 𝜆 olursa 𝐷 bir fark kümesi, 𝜇 = 𝜆 + 1 olursa 𝐷 bir hemen hemen fark 

kümesi olur. 

 

Örnek 1.4.6. (ℤ5, +) grubu için 𝐷 = {1,4} alt kümesi (5,2,0,1) parametreli bir kısmi 

fark kümesidir. Burada ℤ5  in 𝐷  kümesinden ve birim elemandan farklı elemanları 

ℤ5/(𝐷 ∪ {0}) = {2,3} , 1 − 4 ≡ 2(mod 5)  ve 4 − 1 ≡ 3(mod 5) olarak D  alt 

kümesinin elemanlarının farkı tarafından 1 kez temsil edilmiştir. ℤ5 in diğer elemanları 

0 kez temsil edildiğinden 𝜆 = 0 ve 𝜇 = 1 olup 𝐷-(5,2,0,1) kısmi fark kümesidir. 

  



19 

 

1.4.4. Fark Kümelerinde Öteleme 

 

Bir gruba ait fark kümesi biliniyorsa diğer fark kümeleri bu kümenin ötelemeleri 

ile elde edilebilir. Bir 𝐺 grubunda (𝑣, 𝑘, 𝜆) parametreli fark kümesi verilmiş olsun, bu 

orijinal fark kümesinin elemanlarını grubun elemanları ile öteleyerek yeni fark kümeleri 

tanımlanabilir. 

 

Tanım 1.4.7. (Öteleme) 𝐷 = {𝑑1, 𝑑2, . . . , 𝑑𝑘}  elemanlarından oluşan bir (𝑣, 𝑘, 𝜆) 

parametreli fark kümesi ve 𝑠 ∈ ℤ bir tam sayı olsun. 𝐷 + 𝑠 = {𝑑1 + 𝑠, 𝑑2 + 𝑠, . . . , 𝑑𝑘 +

𝑠} kümesi modülo 𝑣 de bir fark kümesidir. Bu fark kümesine orijinal fark kümesi 𝐷 nin 

ötelemesi denir. 

 

Bu tanım toplamsal bir grup üzerinden yapılmış olup, eğer grup çarpımsal bir grup 

ise 𝐷𝑠 = {𝑑1𝑠, 𝑑2𝑠, . . . , 𝑑𝑘𝑠}  kümesi modülo 𝑣  de bir fark kümesi ve 𝐷  nin bir 

ötelemesi olacaktır. 

 

Örnek 1.4.8. Örnek 1.4.2 den, ℤ13 deki 𝐷 = {0,1,3,9} kümesinin (13,4,1)-fark kümesi 

olduğu biliniyor. Bu küme ötelenerek başka fark kümeleri elde edilebilir.   

i) 3 + 𝐷 = {3,4,6,12}  

ii) 5 + 𝐷 = {5,6,8,1}  

iii) 9 + 𝐷 = {9,10,12,5}  

iv) 12 + 𝐷 = {12,0,2,8}  

 

Teorem 1.4.9. 𝐷, 𝐺 değişmeli grubundaki (𝑣, 𝑘, 𝜆)-fark kümesi olsun. Bu durumda;   

i) 𝑔 ∈ 𝐺 için 𝑔𝐷 ve 𝐷𝑔 nin her ikisi de (𝑣, 𝑘, 𝜆)-fark kümesidir.  

ii) 𝛼 , 𝐺  nin bir otomorfizması olsun. O halde, 𝛼(𝐷) = {𝛼(𝑑)|𝑑 ∈ 𝐷}, (𝑣, 𝑘, 𝜆)-fark 

kümesidir.  

 

İspat: i) 𝐷 ⊂ 𝐺 ve 𝐺 bir grup olduğu için 𝑔 ∈ 𝐺 ve ℎ ∈ 𝐷 için ℎ yi 𝑔 ile çarpmak ℎ 

yi ℎ𝑔 ∈ 𝐺 ile eşleştirecektir. 𝐷 bir fark kümesi olduğu için ℎ𝑔 ∈ 𝐺, 𝐷 nin elemanları 

tarafından çarpma işlemine göre tam olarak 𝜆  kez temsil edilmelidir. ℎ𝑑1, ℎ𝑑2 ∈ 𝐷 

olmak üzere ℎ𝑔 = (ℎ𝑑1)(ℎ𝑑2)−1  olmalıdır. 𝐺  değişmeli bir grup olduğu için 

(ℎ𝑑1)(ℎ𝑑2)−1 = 𝑑1𝑑2
−1 olur. Yani 𝐺 nin elemanları 𝐷𝑔 deki elemanlar tarafından tam 
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olarak 𝜆 kez temsil edilmiş olur. O halde 𝐷𝑔, (𝑣, 𝑘, 𝜆)-fark kümesidir. 𝑔𝐷 için de aynı 

işlemler yapılarak ispatlanır. 

 

ii) 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 ve 𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝐷 olmak üzere, 𝐷 bir fark kümesi olduğundan 𝑔ℎ ∈ 𝐺 

tam olarak 𝜆 kez 𝑔ℎ = 𝑑1𝑑2
−1 şeklinde yazılır. 𝛼, 𝐺 nin bir otomorfizması olduğu için 

𝛼(𝑔ℎ) = 𝛼(𝑑1𝑑2
−1)  ve 𝛼(𝑔ℎ) = 𝛼(𝑑1)𝛼(𝑑2)−1 . Buradan 𝛼(𝑔ℎ) ∈ 𝐺  ve 𝛼(𝑑1),

𝛼(𝑑2) ∈ 𝛼(𝐷) olduğundan 𝛼(𝐷), (𝑣, 𝑘, 𝜆)-fark kümesidir. 

 

Teorem 1.4.9 çarpımsal bir grup üzerinde yazılmış olup, eğer grup toplamsal ise i 

maddesinde 𝑔 + 𝐷 ve 𝐷 + 𝑔 yazılacak ve ii maddesi aynı kalacaktır. İspatı ise aynı 

şekilde sadece işlem değişikliği ile yapılacaktır.  

 

1.4.5. Fark Kümelerinde Açınım (Development)  

 

𝐺  bir grup ve 𝐷 , 𝐺  nin (𝑣, 𝑘, 𝜆)  parametreli bir fark kümesi olmak üzere bu 

sistem bir tekrarlanan yapı olarak düşünülebilir. 𝐺  grubunun elemanları noktalar ve 

∀𝑔 ∈ 𝐺 için 𝐷 nin 𝐷 + 𝑔 ötelemeleri bu yapının blokları olarak alınabilir. Bu dizaynın 

parametreleri de 𝐷  fark kümesinin parametreleri ile aynı olacaktır. Aslında aynı 

parametrelere sahip görünümleri farklı fark kümeleridir. 

 

Tanım 1.4.10. (Açınım) 𝐷 ⊂ 𝐺 alt kümesi 𝐺 grubunun bir fark kümesi olmak üzere, 

tekrarlanan bir yapının noktalarını 𝐺 nin elemanları, bloklarını ise 𝐷 nin 𝐺 kümesinin 

elemanları ile ötelemeleri oluşturuyorsa bu tekrarlanan yapıya 𝐷 nin açınımı denir ve 

dev𝐷 ile gösterilir.  

 

Teorem 1.4.11. 𝐷 ⊂ 𝐺, (𝑣, 𝑘, 𝜆)-fark kümesi olsun. O halde dev𝐷, simetrik (𝑣, 𝑘, 𝜆) 

dizaynıdır.  

 

İspat: Teoremin ispatı için (Moore ve Pollatsek, 2013) kaynağına bakılabilir.  
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1.4.6. Fark Kümelerinde Denklik 

 

Tanım 1.4.12. (Denklik) 𝐷1 ve 𝐷2, 𝐺 grubundaki iki fark kümesi olsun. Eğer bazı 𝑔 ∈

𝐺 ve 𝐺 nin bir 𝛼 otomorfizması için 𝐷2 = 𝑔𝛼(𝐷1) oluyorsa 𝐷1 ve 𝐷2 fark kümeleri 

denktir denir. (Eğer grup toplamsal bir grup ise bu koşul 𝐷2 = 𝑔 + 𝛼(𝐷1) olarak yazılır.)  

 

Tanımdaki 𝑔 ve 𝛼  nın kendi gruplarının birim elemanları olabileceğine dikkat 

edilmelidir. Aslında, herhangi bir fark kümesi açıkça kendisine denktir. Şimdi daha 

kullanışlı bir örnek sunulacaktır. 

 

Örnek 1.4.13. Kibler (1978)’e göre 𝐺 = 〈𝑎, 𝑏|𝑎4 = 𝑏4 = 1, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎〉  değişmeli 

grubundaki (16,6,2) parametreli fark kümesi 𝐷1 = {1, 𝑎, 𝑎2, 𝑏, 𝑏3, 𝑎3𝑏2} dir. 𝐺 nin bir 

𝛼 otomorfizması 𝛼(𝑎) = 𝑏 ve 𝛼(𝑏) = 𝑎𝑏 olarak tanımlanabilir. Bu durumda 𝐺  deki 

bir fark kümesi olan 𝑎𝑏𝛼(𝐷1) = {𝑎𝑏, 𝑎𝑏2, 𝑎𝑏3, 𝑎2𝑏2, 1, 𝑎3𝑏2} = 𝐷2 fark kümesi ile 𝐷1 

denktir.  

 

1.4.7. Fark Kümelerinde Tümleyen 

 

Tanım 1.4.14. (Tümleyen) 𝐷1 ve 𝐷2, 𝑣  mertebeli bir 𝐺 = {0,1, . . . , 𝑣 − 1} grubunun 

iki fark kümesi olsun. 𝐷1 ∪ 𝐷2 = {0,1, . . . , 𝑣 − 1} = 𝐺  ise 𝐷1  ve 𝐷2  birbirlerinin 

tümleyeni olarak adlandırılır.  

 

Eğer 𝐷1  fark kümesinin parametreleri (𝑣, 𝑘, 𝜆)  ise tümleyeni olan 𝐷2  fark 

kümesinin parametreleri kolayca hesaplanabilir. 𝐷2  fark kümesinin parametreleri 

(𝑣′ , 𝑘′, 𝜆′) olsun. 𝐷2 fark kümesi de 𝐺 grubundan alındığı için, 𝑣′ = 𝑣 ve 𝑘′ = 𝑣 − 𝑘 

olur. Bulunan bu değerler Teorem 1.4.4 te bulunan 𝑘(𝑘 − 1) = 𝜆(𝑣 − 1) denkleminde 

𝜆′ için yazılırsa,  

 

𝜆′ =
𝑘′(𝑘′ − 1)

(𝑣′ − 1)
=

(𝑣 − 𝑘)(𝑣 − 𝑘 − 1)

(𝑣 − 1)
= 𝑣 − 2𝑘 + 𝜆 

 

bulunur. Bu durumda (𝑣′, 𝑘′, 𝜆′) = (𝑣, 𝑣 − 𝑘, 𝑣 − 2𝑘 + 𝜆) olur.  
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𝐷1  fark kümesinin mertebesi olan 𝑛  aynı zamanda 𝐷2  fark kümesinin de 

mertebesidir. Yani birbirini tümleyen fark kümelerinin mertebeleri aynıdır. 𝐷1  fark 

kümesinin mertebesi 𝑛 ve bunun tümleyeni olan 𝐷2 fark kümesinin mertebesi 𝑛′ olsun. 

Bir fark kümesinin parametreleri arasındaki bağıntıdan 𝑛 = 𝑘 − 𝜆 olduğu biliniyor. Bu 

durumda, 𝑛′ = 𝑘′ − 𝜆′ = 𝑣 − 𝑘 − (𝑣 − 2𝑘 + 𝜆) = 𝑘 − 𝜆 olduğundan 𝑛′ = 𝑛 bulunur. 

 

Birbirinin tümleyeni olan iki fark kümesinin eleman sayıları 𝑘 ve 𝑘′ parametreleri 

𝑣/2 değerinden büyük veya küçük olmalıdır. Eğer bu parametrelerden biri 𝑣/2 olursa 

diğeri de 𝑣/2  olacaktır ve bu kümelerin mertebeleri de eşit olduğundan bu 𝜆 

parametrelerinin de eşit olması anlamına gelir. Ancak birbirini tümleyen iki kümenin 𝜆 

parametreleri birbirinden farklıdır, o halde tümleyen kümelerden birinin eleman sayısı 

mutlaka 𝑣/2 den küçük diğeri ise 𝑣/2 den büyük olmalıdır. 

 

1.4.8. Fark Kümelerinin Aileleri  

 

Diğer cebirsel yapıların çoğu gibi, fark kümeleri de sınıflandırılabilir. Fark 

kümelerinin sınıflandırılması aileler aracılığıyla yapılır. Çeşitli sonsuz fark kümesi 

ailesinin var olduğu bilinmektedir. Bu kısımda fark kümelerinin bazı aileleri tanıtılacak 

olup örnekler ve teoremler verilecektir. 

 

Tanıtılacak olan ilk aile 𝑝 ≡ 3(mod 4)  olduğunda ℤ𝑝  deki sıfırdan farklı 

karelerden yani kuadratik rezidülerden oluşan ailedir. Teorem 1.4.15  bu örneğin sonlu 

cisim 𝐺𝐹(𝑞)  üzerinde sıfır olmayan karelere genelleştirilebileceğini göstermektedir. 

Burada elemanların sayısı 𝑞, bir asalın kuvvetidir. Teorem 1.4.15 teki fark kümelerine 

genellikle Paley fark kümeleri denir. 

 

Teorem 1.4.15. 𝑞  bir asalın kuvveti, 𝑞 ≡ 3(mod 4) ve 𝐺 , sonlu cisim 𝐺𝐹(𝑞) nun 

toplamsal grubu olmak üzere 𝐷, 𝐺𝐹(𝑞) daki sıfırdan farklı karelerin bir kümesi olsun. 

Bu durumda 𝐷, (𝑞, (𝑞 − 1)/2, (𝑞 − 3)/4) parametreleriyle bir fark kümesidir.  

 

İspat: Teoremin ispatı için (Moore ve Pollatsek, 2013) kaynağına bakılabilir.   
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Tanıtılacak olan ikinci aile bu çalışmanın kapsamı için önemli bir aile olan ikiz asal 

fark kümesi ailesidir. Bu fark kümeleri, astronomik olayların görüntülenmesinde 

kullanılan kodlanmış maskelerin oluşturulması için kullanılan türlerden biridir. İkiz 

asallar, aralarındaki fark 2 olan asallardır. En küçük ikiz asal {3,5} çiftidir. ℤ3 ⊕ ℤ5 

toplamsal grubu en küçük ikiz asal fark kümesinin bulunduğu gruptur. Teorem 1.4.16, 𝑝 

ve 𝑝 + 2  nin asal sayı olması durumunda 𝐺 = ℤ𝑝 ⊕ ℤ𝑝+2  deki fark kümelerinin 

oluşturulmasına yönelik genel bir prosedürü açıklar. 

 

Teorem 1.4.16. 𝑝 ve 𝑝 + 2 asal sayı olmak üzere 𝐺 = ℤ𝑝 ⊕ ℤ𝑝+2 olsun. 𝐷 kümesi, 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐺 ikililerinden oluşan 𝐺 nin bir alt kümesi olmak üzere; 

i) 𝐷1 = {(𝑎, 𝑏)|𝑎 ∈ ℤ𝑝, 𝑏 = 0}  

ii) 𝐷2 = {(𝑎, 𝑏)|𝑎 ve 𝑏 𝑎lındıkları cisimde sıfırdan farklı kare olan sayılar}  

iii) 𝐷3 = {(𝑎, 𝑏)|𝑎 ve 𝑏 𝑎lındıkları cisimde kare olmayan sayılar}  

Bu şartlar ile oluşturulan 𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2 ∪ 𝐷3 bir fark kümesidir ve |𝐷| = |𝐷1| + |𝐷2| +

|𝐷3|.  

 

İspat: Teoremin ispatı için (Moore ve Pollatsek, 2013) kaynağına bakılabilir.  

 

İkiz asal grupları ile oluşturulan fark kümelerinin (𝑣, 𝑘, 𝜆)  parametreleri 

oluşturulma şekillerinden faydalanılarak bulunabilir. Şöyle ki, 𝑝  ve 𝑝 + 2  asal sayı 

olmak üzere 𝐺 = ℤ𝑝 ⊕ ℤ𝑝+2  olsun. Bu grubun eleman sayısı |𝐺| = 𝑣 = 𝑝(𝑝 + 2) =

𝑝2 + 2𝑝  olacaktır. Fark kümesi 𝐷  nin eleman sayısı olan 𝑘  değerini bulmak için 

Teorem 1.4.16 da oluşturulan 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 kümelerinin eleman sayılarını bularak toplamak 

gerekir çünkü fark kümesi 𝐷, bu üç kümenin bileşiminden oluşmaktadır ve bu kümeler 

ayrık olduğundan doğrudan eleman sayıları toplamları fark kümesinin eleman sayısını 

verecektir. İlk oluşturulan küme olan 𝐷1 kümesi 𝑎 ∈ ℤ𝑝 ve 𝑏 = 0 olmak üzere (𝑎, 𝑏) 

ikililerinden oluşmaktadır. Bu kümedeki (𝑎, 𝑏)  ikililerinin sayısı |𝐷1| = (𝑝)(1) = 𝑝 

tanedir. 𝐷2  kümesi ℤ𝑝  ve ℤ𝑝+2  deki kare olan sayılar tarafından oluşturulan (𝑎, 𝑏) 

ikililerinden oluşmaktadır. ℤ𝑝  ve ℤ𝑝+2  de kare olan sayılar 𝑝  ve 𝑝 + 2  asal sayı 

olduğu için bu kümelerdeki kuadratik rezidüler anlamına gelir. Teorem 1.3.7 den ℤ𝑝 deki 

kuadratik rezidü sayısı (𝑝 − 1)/2  ve ℤ𝑝+2  deki kuadratik rezidü sayısı (𝑝 + 2 −

1)/2 = (𝑝 + 1)/2 tanedir. O halde bu iki kümeden alınan kuadratik rezidülerin (𝑎, 𝑏) 
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ikililerinden oluşturulan 𝐷2 kümesinin eleman saysısı: 

 

|𝐷2| = (
𝑝 − 1

2
) (

𝑝 + 1

2
) =

𝑝2 − 1

4
 

 

olacaktır. Aynı şekilde 𝐷3 kümesi oluşturulurken ℤ𝑝 ve ℤ𝑝+2 de kare olmayan sayılar 

𝑝 ve 𝑝 + 2 asal sayı olduğu için bu kümelerdeki kuadratik rezidü olmayan elemanlar 

anlamına gelir. Teorem 1.3.7 den bir kümedeki kuadratik rezidü sayısı ile kuadratik 

rezidü olmayan eleman sayısının birbirine eşit olduğu biliniyor. O halde bu kümelerdeki 

kuadratik olmayan rezidülerin (𝑎, 𝑏)  ikililerinden oluşturulan 𝐷3  kümesinin eleman 

saysısı:  

 

|𝐷3| = (
𝑝 − 1

2
) (

𝑝 + 1

2
) =

𝑝2 − 1

4
 

 

bulunacaktır. Bu durumda fark kümesi 𝐷 nin eleman sayısı:  

 

𝑘 = |𝐷1| + |𝐷2| + |𝐷3| = 𝑝 + (
𝑝2 − 1

4
) + (

𝑝2 − 1

4
) =

𝑝2 + 2𝑝 − 1

2
 

 

olur. Elde olan 𝑣 ve 𝑘 değeri ile fark kümelerinin parametreleri arasındaki bağıntı olan 

𝑘(𝑘 − 1) = 𝜆(𝑣 − 1) denklemi kullanılarak 𝜆 değeri hesaplanabilir:  

 

𝜆 =
𝑘(𝑘 − 1)

(𝑣 − 1)
=

(
𝑝2 + 2𝑝 − 1

2 ) (
𝑝2 + 2𝑝 − 1

2 − 1)

(𝑝2 + 2𝑝 − 1)
=

𝑝2 + 2𝑝 − 3

4
 

 

Sonuç olarak, ikiz asal grupları kullanılarak oluşturulan fark kümesinin parametreleri,  

 

(𝑣, 𝑘, 𝜆) = (𝑝2 + 2𝑝,
𝑝2 + 2𝑝 − 1

2
,
𝑝2 + 2𝑝 − 3

4
) 

 

bulunur.  
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Örnek 1.4.17. 𝐺 = ℤ3 ⊕ ℤ5 olmak üzere 𝐺 grubu kullanılarak ikiz asal fark kümesi 

inşa edilebilir. Burada ikiz asal fark kümesi teoremini kullanmak için öncelikle ℤ3 ve ℤ5 

in kuadratik ve kuadratik olmayan rezidüleri bulunmalıdır. 

ℤ3 = {0,1,2} ün kuadratik rezidüsü {1} kuadratik olmayan rezidüsü {2}.  

ℤ5 = {0,1,2,3,4} in kuadratik rezidüleri {1,4} kuadratik olmayan rezidüleri {2,3}.  

Teorem 1.4.16 kullanılarak;  

i) 𝐷1 = {(0,0), (1,0), (2,0)}  

ii) 𝐷2 = {(1,1), (1,4)}  

iii) 𝐷3 = {(2,2), (2,3)}  

kümeleri oluşturulur. O zaman 𝐺 grubundaki ikiz asal fark kümesi:  

 

𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2 ∪ 𝐷3 = {(0,0), (1,0), (2,0), (1,1), (1,4), (2,2), (2,3)}. 

 

Bu ikiz asal fark kümesinin parametreleri ise (15, 7, 3) olarak bulunur.  

 

Örnek 1.4.18. 𝐺 = ℤ5 ⊕ ℤ7 olmak üzere 𝐺 grubu kullanılarak ikiz asal fark kümesi 

inşa edilebilir. Burada ikiz asal fark kümesi teoremini kullanmak için öncelikle ℤ5 ve ℤ7 

nin kuadratik ve kuadratik olmayan rezidüleri bulunmalıdır. 

ℤ5 = {0,1,2,3,4} in kuadratik rezidüleri {1,4} kuadratik olmayan rezidüleri {2,3}.  

ℤ7 = {0,1,2,3,4,5,6}  nin kuadratik rezidüleri {1,2,4}  kuadratik olmayan rezidüleri 

{3,5,6}. 

Teorem 1.4.16 kullanılarak,   

i) 𝐷1 = {(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0)}  

ii) 𝐷2 = {(1,1), (1,2), (1,4), (4,1), (4,2), (4,4)}  

iii) 𝐷3 = {(2,3), (2,5), (2,6), (3,3), (3,5), (3,6)}  

kümeleri oluşturulur. O zaman 𝐺 grubundaki ikiz asal fark kümesi 𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2 ∪ 𝐷3   

olduğundan, 

 

D = {(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (1,1), (1,2), (1,4), (4,1), (4,2), (4,4), (2,3), (2,5), 

    (2,6), (3,3), (3,5), (3,6)}. 

 

Bu ikiz asal fark kümesinin parametreleri ise (35, 17, 8) olarak bulunur.   
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Bazı ℤ𝑝 gruplarındaki elemanların dördüncü kuvvetleri kullanılarak iki farklı fark 

kümesi ailesi, Teorem 1.4.19 ve Teorem 1.4.20 kullanılarak oluşturulabilir. 

 

Teorem 1.4.19. 𝑝 = 4𝑥2 + 1 formunda bir asal sayı olmak üzere, 𝑥  tek tamsayı ve 

𝐺 = ℤ𝑝 olsun. O zaman 𝐺 deki elemanların sıfır hariç tüm dördüncü kuvvetleri kümesi 

olan 𝐷 bir fark kümesidir.  

 

İspat: Teoremin ispatı için (Lehmer, 1953) kaynağına bakılabilir.  

 

Teorem 1.4.20. 𝑝 = 4𝑥2 + 9 formunda bir asal sayı olmak üzere, 𝑥 tek tam sayı ve 

𝐺 = ℤ𝑝 olsun. O zaman 𝐺 deki elemanların sıfır dahil tüm dördüncü kuvvetleri kümesi 

olan 𝐷 bir fark kümesidir.   

 

İspat: Teoremin ispatı için (Lehmer, 1953) kaynağına bakılabilir.  

 

Bu çalışma için önemli olan bir diğer aile Hadamard fark kümeleri ailesidir. 

Sonrasında birkaç aileden kısaca bahsedilecektir. 

 

Hadamard fark kümesi ailesi, 𝑡 ∈ ℤ+  olmak üzere mertebesi 𝑣 = 4𝑡 − 1  olan 

devirli değişmeli gruplar üzerinde tanımlanmıştır. 𝑡 ∈ {0,1, . . . , 𝑣 − 1}  olmak üzere 

(𝑣, 𝑘, 𝜆) = (4𝑡 − 1, 2𝑡 − 1, 𝑡 − 1) parametrelerine sahip fark kümeleridir. 

 

Singer fark kümesi ailesi, Singer (1938)’ın makalesinde keşfettiği devirli fark 

kümeleri ailesi olarak bilinir. Devirli gruplar üzerinde tanımlıdır. Singer fark kümelerinin 

parametreleri:  

 

𝑣 =
𝑞𝑚+1 − 1

𝑞 − 1
, 𝑘 =

𝑞𝑚 − 1

𝑞 − 1
, 𝜆 =

𝑞𝑚−1 − 1

𝑞 − 1
 

 

şeklindedir. Bu parametrelerde 𝑞 herhangi bir asal sayı ve 𝑚 > 1 dir.  
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McFarland fark kümesi ailesi, McFarland (1973)’ın makalesinde, devirli ve 

değişmeli olmayan gruplar üzerinde tanımlanmıştır. Bu makalede McFarland aşağıda 

sunulan parametrelerle fark kümeleri oluşturmuştur:  

 

𝑣 = 𝑞𝑠+1 (
𝑞𝑠+1 − 1

𝑞 − 1
+ 1) , 𝑘 = 𝑞𝑠 (

𝑞𝑠+1 − 1

𝑞 − 1
) , 𝜆 = 𝑞𝑠 (

𝑞𝑠 − 1

𝑞 − 1
) 

 

𝑞 bir asal sayı olmak üzere 𝔽 = 𝐺𝐹(𝑞) cismi üzerinde 𝑠 + 1 boyutlu 𝑉 vektör uzayı 

ile bir fark kümesi yaratılır, burada 𝑠 pozitif tamsayıdır. (McFarland, 1973) 

 

1.5. Varlık Problemi ve Bruck-Ryser-Chowla Teoremi 

 

Bruck-Ryser-Chowla (BRC) Teoremi, fark kümelerinin belirli parametreler ile var 

olamayacağını kanıtlamanın en önemli araçlarından biridir. BRC Teoremi (𝑣, 𝑘, 𝜆) 

parametreli simetrik dizaynın varlığı için (𝑣, 𝑘, 𝜆) parametreleri ve buna bağlı olarak 

belirlenen mertebe olan 𝑛 değeri üzerinde gerekli olan koşulları verir. Teorem 1.4.11 den 

bilindiği üzere bir fark kümesinin açınımı fark kümesi ile aynı parametrelere sahip 

simetrik bir dizayndır, dolayısıyla bu teorem 𝑣 mertebeli bir 𝐺 grubundan alınan fark 

kümesinin (𝑣, 𝑘, 𝜆)  parametrelerine kısıtlamalar getirir. Fark kümelerinin varlık 

problemi için BRC Teoremi kullanılırken lineer cebir ve sayılar teorisinden faydalanılır. 

Bir fark kümesinin varlığı için önce parametrelerin 𝑘(𝑘 − 1) = 𝜆(𝑣 − 1) denklemini 

sağlaması gerekir, sonrasında varlık için BRC Teoremi kullanılır. 

 

Teorem 1.5.1. (Bruck-Ryser-Chowla Teoremi) Varsayılsın ki 𝑣  mertebeli bir 𝐺 

grubunda (𝑣, 𝑘, 𝜆)-simetrik dizaynı vardır. O zaman:    

i) Eğer 𝑣 çift tamsayı ise 𝑛 = 𝑘 − 𝜆 bir tamkaredir.  

ii) Eğer 𝑣  tek tamsayı ise 𝑥2 = 𝑛𝑦2 + (−1)(𝑣−1)/2𝜆𝑧2  diophant denkleminin 𝑥, 𝑦, 𝑧 

tamsayılarında sıfırdan farklı bir çözümü vardır.  

 

İspat: Teoremin ispatı için (Ryser, 1982) kaynağına bakılabilir.  
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Örnek 1.5.2. (22,7,2) parametreleri incelenecek olursa; 𝑘(𝑘 − 1) = 𝜆(𝑣 − 1) şartını 

bu parametreler sağlar. BRC Teoremi’ne göre 𝑣 = 22 çift sayı olduğundan simetrik 

dizaynın varlığı için 𝑛 = 𝑘 − 𝜆  bir tamkare olmalıdır, ancak 𝑛 = 7 − 2 = 5  bir 

tamkare olmadığı için (22,7,2)  parametreleri ile bir simetrik dizayn yoktur ve bu 

nedenle bu parametrelere sahip bir fark kümesi yoktur.  

 

Örnek 1.5.3. (49,16,5) parametreleri incelenecek olursa; fark kümesinin varlığı veya 

bu parametrelere sahip simetrik bir dizayn için, 49 tek sayı olduğundan, 𝑥2 = 11𝑦2 +

5𝑧2 denkleminin sıfırdan farklı bir tamsayı çözümüne sahip olması gerekir. Böyle bir 

çözüm (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (4,1,1) tarafından sağlanır bu nedenle BRC Teoremi bu parametrelere 

sahip bir fark kümesi bulunması olasılığını ekarte edemez.   

 

Örnek 1.5.3 te bulunan diophant denklemi için sıfır olmayan bir çözümün 

bulunması nispeten kolaydır. Ancak bir diophant denkleminin sıfır olmayan bir 

çözümünün olmadığını göstermek daha zordur. Çözümlerin varlığının tespiti için 

Legendre Teoremi tanımlanacaktır. Teoremde bulunan 𝑠 ℛ 𝑡 sembolü, 𝑠 nin modülo 

|𝑡| de bir kare olduğu anlamına gelir. 

 

Teorem 1.5.4. (Legendre Teoremi, 1785) 𝑎  ve 𝑏  sıfırdan farklı, en az biri tamkare 

olmayan tamsayı ve 𝑑 = ebob(𝑎, 𝑏) olsun. Bu durumda aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa 

𝑥2 = 𝑎𝑦2 + 𝑏𝑧2 denkleminin sıfırdan farklı bir çözümü vardır.    

i) 𝑎 ℛ 𝑏,  

ii) 𝑏 ℛ 𝑎,  

iii) −(𝑎𝑏/𝑑2) ℛ 𝑑.  

 

İspat: Teoremin ispatı için (Ireland ve Rosen, 1982) kaynağına bakılabilir.  

 

Örnek 1.5.5. (43,15,5) parametreleri incelenecek olursa; bu parametreler ile bir fark 

kümesinin var olabilmesi için BRC Teoremi’ne göre 𝑣 = 43 tek sayı olduğu için 𝑥2 =

10𝑦2 − 5𝑧2  diophant denkleminin sıfırdan farklı bir çözümü bulunmalıdır. Legendre 

Teoremi kullanılarak çözümün varlığı kontrol edilebilir. Bu denklemde 𝑎 = 10, 𝑏 = −5 

ve 𝑑 =obeb(10, −5) = 5. Burada −(𝑎𝑏/𝑑2) = 2 sayısı modülo 5 için bir kare değildir. 

Bu nedenle 𝑥2 = 10𝑦2 − 5𝑧2 denklemi için sıfırdan farklı bir çözüm yoktur. (43,15,5) 
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parametreleri ile simetrik bir dizaynın olmadığı ve bu nedenle bu parametrelerle herhangi 

bir fark kümesi olmadığı sonucuna varılır.  

 

Örnek 1.5.6. 𝑛 = 10 mertebeli projektif bir düzlem varsa, (𝑛2 + 𝑛 + 1, 𝑛 + 1, 1) =

(111, 11, 1) parametreleri ile simetrik bir dizayn var olmalıdır. Lam tarafından 1989’da 

10 mertebeli bir projektif düzlemin mevcut olmadığı kanıtlanmıştır (Lam vd., 1989; 

Lam, 1991). Bununla birlikte, (111, 11, 1) parametreleri BRC testini geçer. Şöyle ki 

𝑣 = 111 tek ve 𝑥2 = 10𝑦2 − 𝑧2 diophant denklemi (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 1, 3) noktalarında 

bir çözüme sahiptir. Bu yüzden, BRC teoremi, 10  mertebeli bir projektif düzlemin 

varlığını dışlamaz. Ancak, 10 mertebeli projektif bir düzlem olmadığı için, bu örnek BRC 

testini geçmenin simetrik bir dizaynın varlığını garanti etmek için yeterli olmadığını 

gösterir. 

 

Konu ile ilgili daha fazla bilgi için (Bruck ve Ryser, 1949), (Chowla ve Ryser 

1950), (Ryser, 1982) kaynaklarına bakılabilir. 

 

1.6. Fark Kümelerinin Uygulamaları 

 

Fark kümeleri, sayılar teorisi, kombinatorik, grup teorisi ve dizayn teorisinin 

kesişim noktası olduğundan, fark kümelerinin birçok alanda uygulaması bulunur. En sık 

olarak, optik hizalama, iletişimde sinyal gürültüsünün varlığı durumunda sinyallerin 

doğru yorumlanması, astronomik olayların görüntülenmesi, hata düzeltme kodlarının 

oluşturulması, kuantum bilişiminde süreçlerin kolaylaştırılması ile verilerin kodlanması 

ve deşifre edilmesi gibi uygulama alanlarında kullanılmaktadır. Bahsedilen uygulama 

alanlarından optik hizalamada, iletişimde sinyal gürültüsü varlığında sinyallerin doğru 

yorumlanmasında ve astronomik olayların görüntülenmesinde iyi otokorelasyon 

özelliklerine sahip devirli fark kümeleri ve ikili diziler arasındaki ilişkiden yararlanılır. 

Fark kümeleri aracılığıyla iyi otokorelasyon özelliklerine sahip ikili diziler 

oluşturulabilir. Diğer uygulamalarda kullanılan fark kümelerinin rolleri oldukça farklıdır. 
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1.6.1. İkili Diziler ve Korelasyon 

 

𝑣  periyotlu bir ikili dizi a = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑣−1) , bir 𝑣  çoklusudur. 𝑎𝑗 

değişkenlerinin tamamı {−1, +1} kümesinden ya da {0,1} kümesinden seçilir. Periyot 

kelimesinin kullanılması, a sonlu dizisinin tekrarlayarak sonsuz bir periyodik diziye 

genişlemesi nedeniyledir. 

 

İncelenecek olan ilk uygulama olan “sinyal gürültüsünün varlığı durumunda 

sinyallerin doğru yorumlanması” için her sinyalin, ±1  girişli 𝑣  periyotlu ikili dizi 

olduğu bir sinyal kaynağı ele alınsın. Bu sinyallerin, gürültülü (parazitli) bir kanal 

üzerinden iletildiği varsayılsın. Gönderilen sinyal verileri bir sinyal gürültü oranına sahip 

olacaktır, yani veri iletilirken problem çıkacaktır. Sinyal alındığında, alıcı doğru sinyalin 

alındığından emin olmak zorundadır. Alıcı gelen sinyalleri, sinyalin ideal modeli ile 

karşılaştırarak bunu yapabilir. Başka bir deyişle alıcı alınan sinyallerin her biri ile ideal 

sinyal modeli arasındaki korelasyonu hesaplayarak ve bu korelasyonlar arasından en 

yüksek değere sahip olanını seçerek bunu yapabilir. 

 

Tanım 1.6.1. (Korelasyon) 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 ∈ {0,1}  veya 𝑎𝑗, 𝑏𝑗 ∈ {−1, +1}  olmak üzere a =

(𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑣−1)  ve b = (𝑏0, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑣−1) , 𝑣  periyotlu iki tane ikili dizi olsun. Bu 

durumda 𝐶(𝐚, 𝐛) korelasyonu, şu şekilde tanımlanır:  

 

𝐶(𝐚, 𝐛) =
1

𝑣
∑

𝑣−1

𝑗=0

𝑎𝑗𝑏𝑗 . 

 

Temel olarak 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 ∈ {−1, +1}  kullanılırsa 𝐶(𝐚, 𝐛) = (𝐴 − 𝐷)/(𝐴 + 𝐷) 

olacaktır. Burada 𝐴, a ve b nin aynı yönde olduğu pozisyonları, 𝐷 ise zıt yönde olduğu 

pozisyonları temsil eder. Bu durum ℝ𝑣 vektör uzayında standart korelasyon ile iyi bir 

şekilde ilişkilidir:  

 Tüm a ve b ler için, −1 ≤ 𝐶(𝐚, 𝐛) ≤ 1.  

 Eğer a=b ise, 𝐶(𝐚, 𝐛) = 1.  

 Eğer a ve b her pozisyonda zıt yönlü ise, 𝐶(𝐚, 𝐛) = −1.  

 Eğer 𝑣 çift ve a ile b pozisyonların tam yarısında aynı yönlü ise 𝐶(𝐚, 𝐛) = 0.   
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Örnek 1.6.2. a= (1,1, −1,1, −1) ve b= (−1,1, −1,1,1) olmak üzere a ile b arasındaki 

korelasyon;  

 

𝐶(𝐚, 𝐛) =
𝐴 − 𝐷

𝐴 + 𝐷
=

3 − 2

3 + 2
=

1

5
 

 

bulunur.  

 

Özel bir 𝐷 ⊆ ℤ𝑣 = {0,1, . . . , 𝑣 − 1} fark kümesi ile bir a = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑣−1) ikili 

dizisi tanımlanabilir. 𝑎𝑗 ∈ {−1, +1} kullanılarak bu ikili dizi tanımlanırken 𝑗 ∈ 𝐷  ise 

𝑎𝑗 = 1 ve 𝑗 ∉ 𝐷 ise 𝑎𝑗 = −1 değerini alır. 

 

Şimdi kaynak sinyali a = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑣−1) ve kopya sinyali (yani a nın devirli 

ötelemeleri) 𝑡 ∈ {1,2, . . . , 𝑣 − 1}  için 𝐚𝒕 = (𝑎𝑡 , 𝑎𝑡+1, . . . , 𝑎𝑡+𝑣−1)  tanımlanabilir. 

Buradaki {𝑡, 𝑡 + 1, . . . , 𝑡 + 𝑣 − 1} değerleri modülo 𝑣 de yorumlanır. 

 

𝐷  nin birbirinden farklı 𝑣  tane ötelemesi dev𝐷  nin bloklarıdır, bu nedenle  𝐚𝒕 

devirli ötelemelerinin de birbirinden farklı olduğu sonucu ortaya çıkar. 

 

Örnek 1.6.3. (ℤ13, +) grubundaki (13,4,1) parametreli 𝐷 = {0,1,3,9} fark kümesi ikili 

bir dizi olarak ifade edilebilir. Bu fark kümesi a ikili dizisi ile aşağıdaki şekilde 

tanımlanır:  

 

𝐚 = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6, 𝑎7, 𝑎8, 𝑎9, 𝑎10, 𝑎11, 𝑎12) 

= (1,1, −1,1, −1, −1, −1, −1, −1,1, −1, −1, −1). 

 

Fark kümelerinin ikili diziler kullanılarak ifade edilmesinin altında bir neden vardır. 

Bu nedeni açıklamak için, bir ikili dizi ve onun ötelemeleri arasındaki korelasyon için bir 

sonraki tanımlama yapılacaktır. 
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Tanım 1.6.4. (Periyodik Otokorelasyon Fonksiyonu) a = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑣−1) 𝑣 periyotlu 

bir ikili dizi olsun. a nın periyodik otokorelasyon fonksiyonu 𝐶𝐚(𝑡), 𝑡 ∈ {0,1,2, . . . , 𝑣 −

1} olmak üzere şu şekilde tanımlanır: 

 

𝐶𝐚(𝑡) =
1

𝑣
∑

𝑣−1

𝑗=0

𝑎𝑗𝑎𝑗+𝑡 

 

𝑡 ≠ 0 için 𝐶𝐚(𝑡) nin bu değerleri tepe noktası dışındaki korelasyonlar olarak tanımlanır.  

 

Örnek 1.6.5. 𝐺 = ℤ13 grubundaki (13,4,1) parametreli 𝐷 = {0,1,3,9} fark kümesinin 

ikili dizisi kullanılarak 𝑡 = 2  ötelemesine denk gelen dizi arasındaki periyodik 

otokorelasyon hesaplanabilir. 𝐷 = {0,1,3,9}  fark kümesine karşılık gelen ikili dizi 

𝐚 = 𝐚0 = (1,1, −1,1, −1, −1, −1, −1, −1,1, −1, −1, −1)  olur ve bu dizinin 𝑡 = 2 

ötelemesine denk gelen dizi 𝐚2 = (−1,1, −1, −1, −1, −1, −1,1, −1, −1, −1,1,1) 

olacaktır. Bu a dizisinin 𝑡 = 2 ötelemesi için periyodik otokorelasyonu: 

 

𝐶a(𝑡) =
1

𝑣
∑

𝑣−1

𝑗=0

𝑎𝑗𝑎𝑗+𝑡 =
1

13
[−1 + 1 + 1 − 1 + 1 + 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 − 1] 

                =
1

13
 

 

Periyodik otokorelasyon, bir fark kümesinin ikili dizisi ile fark kümesinin 

ötelemeleri tarafından oluşturulan ikili dizileri kıyaslamak için kullanışlı bir yöntem verir.  

 

𝐶a(0) =
1

𝑣
∑

𝑣−1

𝑗=0

𝑎𝑗𝑎𝑗 =
1

𝑣
𝑣 = 1 

 

bunlardan biridir. Burada orijinal fark kümesinin ikili dizisinin 𝑡 = 0 ötelemesi (kendisi) 

ile otokorelasyonu 1 dir, yani tam uyumluluk söz konusudur. Fark kümelerinin kullanımı 

konusuna giriş yapılırken bahsedilen iletişim örneğine tekrar dönülecek olursa, orijinal 

sinyal verisi orijinal fark kümesinin ikili dizisidir, kopya sinyaller ise fark kümesi ikili 

dizisinin ötelemeleridir. 𝐶𝐚(0) = 1 olduğundan, sinyalin kendisi ile olan otokorelasyonu 
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1 olacaktır. Bu orijinal kaynağı ve kopyalarını ayırt etmeye olanak sağlar. 

 

Ötelenmiş ikili diziler özellikle, tepe noktası dışındaki korelasyonların mutlak 

büyüklüklerinin hepsi küçük ya da sıfıra yakın olduğunda, sinyal kaynakları olarak daha 

faydalıdır. 

 

Teorem 1.6.6. 𝑣 ≤ 2  ve 0 < 𝑘 < 𝑣  olmak üzere 𝑣  ve 𝑘  tam sayıları seçilsin. 𝑎𝑗 

girişleri {−1, +1} kümesinden olmak üzere a, 𝑣 periyotlu bir ikili dizi ve bu dizide tam 

olarak 𝑘 tane giriş +1 değerine eşit olsun. Varsayalım ki 0 < 𝑡 < 𝑣 için 𝐶𝐚(0) = 𝑏 ve 

𝐶𝐚(𝑡) = 𝑐  olacak şekilde iki sayı 𝑏  ve 𝑐  olsun. 𝐷 = {𝑗 ∈ ℤ𝑣| 𝑎𝑗 = +1}  olsun. O 

zaman 𝐷 bir (𝑣, 𝑘, 𝜆) parametreli fark kümesidir, 𝑏 = 1 ve 𝑛 = 𝑘 − 𝜆 için 𝑐 = (𝑣 −

4𝑛)/𝑣 dir. Dahası her devirli fark kümesi bu şekilde ortaya çıkar.  

 

İspat: Teoremin ispatı için (Jungnickel ve Pott, 1999) kaynağına bakılabilir.  

 

Teorem 1.6.6 ayrıca 𝑎𝑗 girişleri {0,1} kümesinden olan diziler için de geçerlidir, 

ancak bu durumda 𝑏 ve 𝑐 değerleri farklı olacaktır. 

 

Devirli fark kümelerinden elde edilen ikili diziler birçok güzel özelliğe sahiptir. 

𝑝 ≡ 3(mod 4) için ℤ𝑝  de sıfır olmayan karelerden gelen dizilerin +1 değerine eşit 

(𝑣 − 1)/2 tane girişi ve −1 değerine eşit (𝑣 + 1)/2 tane girişi vardır. Neredeyse eşit 

olan +1 ve −1 lerin dengesi, ikili dizileri rastgele dizilere benzer kılar. “Sözde rastgele 

(pseudo-random)” dizisi için başka bir özellik istenir, bir alt dizinin bilinmesi tam dizi 

hakkında çok az bilgi verir. Özellikle, 𝑣 = 2𝑚 − 1 ise, 𝑚 uzunluğundaki 2𝑚 − 1 tane 

ardışık alt dizilerinin hepsinin farklı olması istenir. 

 

Örnek 1.6.7. {1,2,4} ⊂ ℤ7  fark kümesi göz önüne alınsın. Bu fark kümesi 

(−1, +1, +1, −1, +1, −1, −1) dizisini verir. 𝑣 = 7 = 23 − 1 ve bu dizinin uzunluğu 3 

olan 7 alt dizisi şunlardır: (−1, +1, +1), (+1, +1, −1), (+1, −1, +1), (−1, +1, −1), 

(+1, −1, −1), (−1, −1, −1), (−1, −1, +1). Bu üçlülerin hepsi farklıdır.  
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İkili diziler ve korelasyon başlığı altında verilen bilgiler ağırlıklı olarak (Golomb, 

1999) kaynağına dayanmaktadır. (Golomb, 1999) kaynağında konu ile ilgili kapsamlı 

bilgiler mevcuttur. Ayrıca konu ile ilgili olan (MacWilliams ve Sloane, 1976) makalesine 

bakılabilir. 

 

1.6.2. Kodlanmış Maske İle Görüntüleme 

 

Tanım 1.6.8. (Kodlanmış Maske) Kodlanmış maskeler veya kodlu açıklık maskeleri 

çeşitli ışık dalga boylarına opak olan ızgaralar veya ağlardır. Bu dalga boyları genellikle 

X ışınları ve gama ışınları gibi yüksek enerjili radyasyonlardır. Kodlanmış bir maske ile 

ışık bilinen bir düzende bloke edilerek, kodlanmış bir gölge bir dedektör düzlemi üzerine 

dökülür.  

 

Gökbilimciler yüksek enerjili radyasyonları incelerken, radyasyonun dünya 

atmosferi tarafından engellenmesini önlemek için uydulara monte edilen aletler ile 

inceleme yaparlar. Gezegenin yüzeyindeki teleskopların aksine, bilim insanları yüksek 

enerjili olayları izlemek ve görüntülerini (uzak galaksilerden gelen gama ışını patlamaları 

gibi) iletmek için sıradan mercek kullanımına güvenemezler. Bunun yerine röntgen 

çekimindeki gibi, hastanın bir radyasyon kaynağı ve radyasyona duyarlı bir dedektör 

arasına konumlandırıldığı X ışınları ile tıbbi görüntülemenin elde edilmesine benzer bir 

yol kullanırlar. Bu yöntemde vücudun X ışınlarını emen kısmı dedektöre gölge düşürür 

ve radyologlar bu gölge görüntüsünü insan vücudu ile ilgili çıkarımlar yapmak için 

yorumlarlar. 

 

Astronomik araştırmalardaki görüntüleme için bu durum kaynak ile dedektör 

arasına radyasyonu emen bir maske koymaktır. Sonrasında bilgisayar kaynağın 

görüntüsünü yeniden oluşturmak için, maske aracılığıyla dedektöre gelen verileri 

kullanır. 

 

En basit maske iğne deliği kamera gibi tek bir deliğe sahiptir. Bu maskenin 

kullanımında nesnenin ters çevrilmiş bir görüntüsü elde edilir. Delik ne kadar küçük 

olursa görüntü o kadar net olur. Bununla birlikte delik çok küçük olursa sadece birkaç 

tane yüksek enerjili ışın geçecektir. Daha da kötüsü uzak bir kaynaktan gelen ve delikten 
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geçen ışınların sayısı, kozmik ışınların ürettiği arka plandaki gürültüye (parazite) nazaran 

çok küçük olacaktır. Bilim ve mühendislik dilinde “sinyal gürültü oranı” çok düşüktür. 

Çok fazla arka plan gürültüsü olduğunda aranan görüntü belirlenemez. Bu nedenle bilim 

insanları tek delikli bir maske kullanmazlar. 

 

Açık bir çözüm çok delikli bir maske kullanmaktır, fakat bu durumda da her delik 

kendi görüntüsünü oluşturacağı için dedektör üzerinde çakışan çoklu görüntüler 

oluşacaktır. Eğer maskedeki delikler doğru konumlandırılırsa (kodlanırsa), böylece 

kaynağın tek bir net görüntüsü dedektördeki çoklu görüntüler arasından seçilebilir. Şekil 

4 te yüksek enerjili radyasyonların sinyal kaynağı için kodlanmış maske cihazının 

kullanımının nasıl olduğu şematik olarak gösterilmektedir. 

 

 
Şekil 4. Kodlanmış maske kullanarak görüntüleme için şema. (a) görüntü kaynağı, (b) 

filtre (buradaki noktalar delikler), (c) filtreden gelen görüntü, (d) görüntüyü 

yeniden oluşturmak için kullanılan yazılım, (e) yeniden oluşturulmuş görüntü 

(Moore ve Pollatsek, 2013).  
 

Kullanılacak olan maskenin iyi kodlanmış olması için, maske tarafından dökülen 

gölgenin değiştirilmiş herhangi bir versiyonu ile aralarında zayıf bir eşleme olmalıdır. 

Yani kodlanmış maske, ötelenmiş kendi versiyonları ile düşük korelasyonlu bir delik 

düzenine sahip olmalıdır. Bu durum fark kümelerinden tanıdık gelebilir. O halde devirli 

fark kümeleri kullanılarak kodlanmış maske oluşturulması mümkün olabilir. Ancak bir 

doğrudaki delikler dizisinden dikdörtgen biçimli delikler dizisi oluşturulmalı ve gerekli 

olan otokorelasyon özellikleri korunmalıdır.  

 

Bu şekilde bir kodlanmış bir maske oluşturmak için fark kümesi kullanmanın bir 

yöntemi ℤ𝑝 ⊕ ℤ𝑝+2  deki ikiz asal fark kümesini kullanmaktır. Teorem 1.4.16 yı 
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kullanarak bir fark kümesi oluşturulabilir ve bu fark kümesinin ikili dizisi oluşturulurken 

dizinin girişleri olan 𝑎𝑗  elemanları {−1, +1}  kümesinden seçilir. Örnek 1.4.17 de 

bulunan fark kümesi için bir kodlanmış maske oluşturulabilir. Şekil 5 bu tür bir maskeyi 

göstermektedir. 

 

 
Şekil 5. ℤ3 ⊕ ℤ5  ikiz asal grubundaki (15,7,3)  parametreli fark kümesi için 

oluşturulan bir şablon maske. Beyaz bölge +1  değerini, gri bölge −1 

değerini belirtir. 

 

Şekil 5 te ℤ3 ⊕ ℤ5 in elemanları dikdörtgen bir dizinde düzenlenmiştir. Satırlar 

ℤ3  ün elemanları tarafından, sütunlar ise ℤ5  in elemanları tarafından dizin oluşturur. 

Şekil 5 te fark kümesinde bulunmayan elemanlar gölgelidir. Diziyi bir hücre tarafından 

yatay olarak ötelemek her elemana (1,0)  eklemek, aynı şekilde dikey olarak 

kaydırmanın her elemana (0,1)  eklemek olduğu görülebilir. Böylece istenen 

otokorelasyon özelliği korunabilir. 

 

Gerçekçi bir şekilde iyi bir kodlama maskesi oluşturmak için ikiz asalların daha 

büyük bir kümesi gereklidir. Bir maske, yeterli ışık sızması için genellikle tam bir filtre 

formu ile çok küçük oluşturulur. Daha sonra bu orijinal maske kopyalanarak çoğaltılır ve 

orijinal 1 × 1 maske şablon olarak kullanılarak bir 𝑛 × 𝑛 ağı oluşturmak için yan yana 

ve alt alta yerleştirilir. Şekil 6 da ℤ11 ⊕ ℤ13  ikiz asal grubundaki (143, 71, 35) 

parametreli fark kümesi kullanılarak oluşturulmuş olan 1 × 1 maske şablonu görülebilir. 

Şekil 7 de ise bu tek maske şablonu kullanılarak bir kodlanmış maske oluşturan 4 × 4 

maskesi görülebilir.  
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Şekil 6. ℤ11 ⊕ ℤ13 ikiz asal grubundaki (143,71,35) parametreli fark kümesi için 

oluşturulan kodlanmış maske şablonu. 

 

 
Şekil 7. Şekil 6 daki 1 × 1 tek şablon maske çoğaltılarak oluşturulan bir kodlanmış 

maske.  
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Astrofizikçi Zand (1996), doğru kodlama maskesini ararken iki temel özellik 

belirtir. Bu özellikler:   

i) Maske şablonunun otokorelasyon fonksiyonu bir delta fonksiyonu olmalıdır, 

ii) Kodlanmış bir gökyüzü kaynağının sinyal-gürültü oranı optimum olmalıdır.  

 

Bir fark kümesinin otokorelasyon özelliği kullanılarak sinyal-gürültü oranı en 

uygun hale gelir.  

 

Baumert (1971), 𝐷  fark kümesini ikili bir dizi a = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑣−1)  ile ifade 

etmek için 𝑎𝑖 ∈ {0,1} olarak seçmiş ve bu şekilde oluşan ikili diziyi, 𝐷 fark kümesinin 

karakteristik fonksiyonu ya da tekrarlanma vektörü olarak adlandırmıştır. Oluşturulan 

ikili dizi için 𝑅a(𝑡)  otokorelasyon foksiyonunu, 𝑖 + 𝑡  değeri modülo 𝑣  de 

değerlendirilmek üzere; 

 

𝑅a(𝑡) = ∑

𝑣−1

𝑖=0

𝑎𝑖𝑎𝑖+𝑡 = {
𝑘 𝑡 ≡ 0 (mod 𝑣) ise,

𝜆 =
𝑘(𝑘 − 1)

𝑣 − 1
𝑡 ≢ 0 (mod 𝑣) ise.

 

 

olarak tanımlamıştır. 𝑃a(𝑡)  periyodik otokorelasyon fonksiyonunu (normalleştirilmiş 

otokorelasyon fonksiyonu) ise; 

 

𝑃a(𝑡) =
1

𝑣
𝑅a(𝑡) 

 

şeklinde tanımlamıştır. Kodlanmış maske ile görüntüleme sürecinde 𝑘 değeri sinyali ve 

𝜆  değeri arka plan seviyesini belirler. Zand (1996) tarafından verilen doğru maske 

şablonu tasarlanması için gerekli kriterlerden ikinci kritere göre sinyal-gürültü oranı 

optimum olmalıydı. Yukarıdaki korelasyon tanımından görülebileceği gibi bu şartın 

sağlanması için 𝑘 ile 𝜆 arasında mümkün olduğu kadar büyük bir fark olmalıdır. 

 

Baumert (1971), bazı 𝑡 ∈ ℤ değerleri için 𝑣 = 4𝑡 − 1, 𝑘 = 2𝑡 − 1 ve 𝜆 = 𝑡 − 1 

olduğunda 𝑘 ile 𝜆 arasında maksimum fark olacağını göstermiştir. Bu özel değerlere 

sahip olan fark kümelerinin Hadamard fark kümesi olarak adlandırıldığı biliniyor. Bu 

parametrelere sahip fark kümeleri üç temel türle sınıflandırıabilir. Bu türler:  
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i) Kuadratik rezidü fark kümeleri; 𝑣 asaldır.  

ii) İkiz asal fark kümeleri; 𝑝 ve 𝑝 + 2 asal sayıları için 𝑣 = 𝑝(𝑝 + 2).  

iii) Pseudo-gürültü fark kümeleri; 𝑚 ∈ ℤ için 𝑣 = 2𝑚 − 1.  

 

Bu üç maddede belirtilen bir türe ait olan fark kümesi, aynı zamanda başka bir türe 

de ait olabilir.  

 

Örnek 1.6.9. (ℤ71 ⊕ ℤ73) ikiz asal grubundaki (5183,2591,1295) parametreli fark 

kümesi ele alınsın. (𝑣, 𝑘, 𝜆) = (5183,2591,1295)  parametreleri incelendiğinde 𝑡 =

1296  değeri için (5183, 2591, 1295) = (4𝑡 − 1, 2𝑡 − 1, 𝑡 − 1)  olduğu görülür. 

Böylece bu ikiz asal fark kümesi türünün, bir Hadamard fark kümesi olduğu anlaşılır.  

 

Konu ile ilgili daha fazla bilgi için (Skinner, 1984), (Skinner, 1988), (Zand, 1995), 

(Zand, 1996), (Zhang vd., 1998) çalışmalarına bakılabilir. 

 

Fark kümelerinin diğer uygulama alanlarından olan hata düzeltme kodları için 

(Assmus ve Key, 1992) ile (Beth vd., 1999) çalışmalarına, verilerin kodlanması ve 

deşifrelenmesi için (Baskar ve Saravanan, 2012) makalesine, kuantum bilişimindeki 

uygulaması için Godsil ve Roy (2009)’un makalesine bakılabilir. 
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2. YAPILAN ÇALIŞMALAR   

 

Fark kümelerinin ikili dizi oluşturmadaki uygulamalarından olan, astronomik 

olayların görüntülenmesi için kodlanmış bir maske oluşturulması gerekmektedir. 

Kodlanmış maskeyi oluşturmak için bir yöntem, ikiz asal fark kümesi oluşturma 

teoremini kullanarak fark kümesi inşa etmektir. Ancak oluşturulacak olan kodlanmış 

maskenin astronomik olayların görüntülenmesinde kullanılabilmesi için büyük bir fark 

kümesi bulmak gerekmektedir. Gereken büyüklükteki fark kümelerini bilgisayar desteği 

olmadan bulmak zordur, bu nedenle bu fark kümelerini bulabilmek için bilgisayar 

programında yazılan kodlar kullanılmış ve fark kümesi oluşturan öğeler tespit edilmiştir.  

 

Fark kümesi oluşturan öğeler tespit edilirken, ℤ𝑝 ⊕ ℤ𝑝+2 grubunu oluşturan ikiz 

asallar 𝑝  ve 𝑝 + 2  kullanılmaktadır. Ancak yazılan program kodlarında ikiz asallar 

doğrulanmamaktadır, yani kodları çalıştırırken ikiz asal çiftlerinden birincisi olan 𝑝 

yerine başka herhangi bir sayı girildiğinde program kendini sonlandırmaktadır. Bu 

nedenle öncelikle ikiz asalların doğru tespit edilmesi gerekir. Kullanılacak olan ikiz 

asalları bulmak için C# programında yazılan kodlar kullanılmıştır. Burada bulunan ikiz 

asallar C++ programındaki kodlar için kullanılarak bir fark kümesi inşa edilmiştir.  

 

İstenilen büyüklükte fark kümesi inşa edildikten sonra fark kümesinde bulunan 

ikililer beyaz alanda ve fark kümesinde bulunmayan ikililer gölgeli alanda olmak üzere 

kodlanmış bir maske şablonu oluşturulmuştur. 

 

Uydu teleskoplarında kullanılan en yaygın fark kümelerinden ikisi, ℤ41 ⊕ ℤ43 

grubundaki (5183, 2591, 1295)  parametreli fark kümesi ve ℤ71 ⊕ ℤ73  grubundaki 

(1763, 881, 440) parametreli fark kümesidir. Bu fark kümelerinin her ikisi de yeterince 

büyük 1x1 şablon maske üretmektedir. Çalışma için ℤ59 ⊕ ℤ61 ikiz asal grubundaki fark 

kümesi bulunarak, bu fark kümesinin oluşturduğu kodlanmış maske şablonu 

görselleştirilmiştir. 

 

Not: Çalışmada C++ ve C# programlarında yazılmış olan kodlar sunulurken daha 

anlaşılabilir ve kullanışlı olması için, kodların ve program çıktılarının kullanılan 

programdaki ekran görüntüleri alınarak sunulmuştur.  
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2.1. İkiz Asal Fark Kümesi Oluşturma Teoreminin C++ Uygulaması 

 

Bu başlık altında Şekil 8 ve devamında sunulan kodlar, kullanıcıdan ℤ𝑝 ⊕ ℤ𝑝+2 

ikiz asal grubunu oluşturan kümelerden ilki olan ℤ𝑝  nin eleman sayısı olan 𝑝  asal 

sayısını tek bir girdi olarak isteyecektir. Sonrasında 𝑝 + 2 asalını kendisi tespit ederek, 

Teorem 1.4.16 da belirtilen 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3  kümelerini bulacak ve en sonunda bulunan 

kümelerin bileşkelerini alarak ℤ𝑝 ⊕ ℤ𝑝+2 grubundaki 𝐷 fark kümesini oluşturacaktır. 

Bu kodlar, seçilen ilk giriş olan 𝑝 nin asallık kontrolünü yapmaz ve oluşturulan ikinci 

𝑝 + 2  sayısını da kontrol etmez. Bu nedenle ikiz asalları en başta belirleyerek giriş 

yapılmalıdır. Yapılan denemeler sonucunda, ikiz asal sisteminin bir parçası olmayan 

girilen her değer hata vermiş ve uygulamanın kapanmasına neden olmuştur.   
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Şekil 8. İkiz asal fark kümesi oluşturma teoreminin C++ program dilindeki kodları. 
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Şekil 8 (devam). İkiz asal fark kümesi oluşturma teoreminin C++ program dilindeki 

kodları. 
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Program, Şekil 8 ve devamında verilen kodlar ile çalıştırıldığında ikiz asal 

sistemindeki ilk sayının girilmesini isteyecektir. Örneğin ℤ11 ⊕ ℤ13 grubundaki 𝐷 fark 

kümesi için kodlar çalıştırılırsa program, grubu oluşturan ikiz asallardan ilki olan 11 

sayısının girilmesini isteyecektir ve sonuçta Şekil 9 da verilen ℤ11 ⊕ ℤ13 grubundaki bir 

fark kümesini oluşturacaktır. 

 

 
Şekil 9. C++ program dilinde yazılan kodlar kullanılarak ℤ11 ⊕ ℤ13  grubu için 

oluşturulan fark kümesi. 

 

2.2. İkiz Asalları Bulmak için C# Kodları  

 

Bu başlık altında Şekil 10 da verilen kodlar, belirtilen değer ile 0 aralığındaki ikiz 

asalların bulunması için kullanılmaktadır. Kodlar çalıştırıldığında kullanıcıdan tek bir 

giriş isteyecektir. Sonrasında girilen sayı ile 0 aralığındaki tüm ikiz asalları 

listeleyecektir. 
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Şekil 10. C# program dilinde girilen değer ile 0 arasındaki ikiz asalları bulma kodları. 
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0 − 1000 aralığındaki ikiz asalların listelenmesi için program çalıştırıldığında ikiz 

asallar için üst limit olarak 1000 yazılır ve Şekil 11 de verilen ikiz asallar elde edilir.  

  

 
Şekil 11. C# program dilinde yazılan kodlar kullanılarak 0 − 1000 aralığında bulunan 

ikiz asallar. 

 

C# programındaki kodlar sayesinde 0 − 1000  aralığında listelenen {𝑝, 𝑞}  ikiz 

asalları ile oluşturulan ℤ𝑝 ⊕ ℤ𝑞  grubundaki ikiz asal fark kümesini bulmak için C++ 

programındaki kodlar çalıştırıldığında çok kısa süreler içerisinde fark kümeleri 

listelenebilmektedir. Belirtilen aralıktaki ikiz asalların oluşturduğu grupların fark 

kümeleri için (𝑣, 𝑘, 𝜆) ve 𝑛 parametreleri hesaplanmış olup, bu parametrelere sahip ikiz 

asal fark kümelerinin oluşturulması için programın çalışma süresi yaklaşık olarak Tablo 

3 te sunulmuştur. Bilgisayar üzerinde çalıştırılan komutların çalışma süresi bilgisayarın 

durumuna (çalışan işlem sayısı, cpu kullanımı, ram kullanımı, cpu hızı vb.) bağlı olarak 

değişmektedir. Bundan dolayı komutların çalışma süreleri “Big O Notation” olarak 

adlandırılan bir yöntem ile bulunarak değerlendirilmektedir. Tablo 3 te sunulan süreler 

yaklaşık olarak verilmiştir. 
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Tablo 3. 0-1000 aralığındaki {𝑝, 𝑞} ikiz asalları için ℤ𝑝 ⊕ ℤ𝑞 ikiz asal grubundaki fark 

kümesinin parametreleri ve C++ programında yazılan kodların {𝑝, 𝑞} sayıları 

için ortalama fark kümesi oluşturma süresi.  

  

𝑝 𝑞 (𝑣, 𝑘, 𝜆) 𝑛 Programın Ortalama 

Çalışma Süresi 

3 5 (15, 7, 3) 4 2 saniye 

5 7 (35, 17, 8) 9 2 saniye 

11 13 (143, 71, 35) 36 2 saniye 

17 19 (323, 161, 80) 81 2 saniye 

29 31 (899, 449, 224) 225 4 saniye 

41 43 (1763, 881, 440) 441 4 saniye 

59 61 (3599, 1799, 899) 900 6 saniye 

71 73 (5183, 2591, 1295) 1296 7 saniye 

101 103 (10403, 5201, 2600) 2601 12 saniye 

107 109 (11663, 5831, 2915) 2916 14 saniye 

137 139 (19043, 9521, 4760) 4761 22 saniye 

149 151 (22499, 11249, 5624) 5625 26 saniye 

179 181 (32399, 16199, 8099) 8100 31 saniye 

191 193 (36863, 18431, 9215) 9216 37 saniye 

197 199 (39203, 19601, 9800) 9801 45 saniye 

227 229 (51983, 25991, 12995) 12996 59 saniye 

239 241 (57599, 28799, 14399) 14400 69 saniye 

269 271 (72899, 36449, 18224) 18225 86 saniye 

281 283 (79523, 39761, 19880) 19881 95 saniye 

311 313 (97343, 48671, 24335) 24336 116 saniye 

347 349 (121103, 60551, 30275) 30276 152 saniye 

419 421 (176399, 88199, 44099) 44100 207 saniye 

431 433 (186623, 93311, 46655) 46656 239 saniye 

461 463 (213443, 106721, 53360) 53361 243 saniye 

521 523 (272483, 136241, 68120) 68121 292 saniye 

569 571 (324899,162449,81224) 81225 356 saniye 

599 601 (359999, 179999, 89999) 90000 358 saniye 

617 619 (381923, 190961, 95480) 95481 376 saniye 

641 643 (412163, 206081, 103040) 103041 394 saniye 

659 661 (435599, 217799, 108899) 108900 414 saniye 

809 811 (656099, 328049, 164024) 164025 635 saniye 

821 823 (675683, 337841, 168920) 168921 665 saniye 

827 829 (685583, 342791, 171395) 171396 678 saniye 

857 859 (736163, 368081, 184040) 184041 710 saniye 

881 883 (777923, 388961, 194480) 194481 785 saniye 
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2.3. ℤ𝟓𝟗 ⊕ ℤ𝟔𝟏 Grubundaki Fark Kümesi 

 

Aşağıda, ℤ59 ⊕ ℤ61  ikiz asal grubundaki (3599,1799,899)  parametreli 

Hadamard fark kümesi sunulmuştur. Bu fark kümesi, ikiz asal fark kümesi oluşturma 

teoreminin C++ uygulaması kullanılarak oluşturulmuştur. 

 

{(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (5,0), (6,0), (7,0), (8,0), (9,0), (10,0), (11,0), (12,0), (13,0), 

(14,0), (15,0), (16,0), (17,0), (18,0), (19,0), (20,0), (21,0), (22,0), (23,0), (24,0), (25,0), 

(26,0), (27,0), (28,0), (29,0), (30,0), (31,0), (32,0), (33,0), (34,0), (35,0),(36,0), (37,0), 

(38,0), (39,0), (40,0), (41,0), (42,0), (43,0), (44,0), (45,0), (46,0), (47,0), (48,0), (49,0), 

(50,0), (51,0), (52,0), (53,0), (54,0), (55,0), (56,0), (57,0), (58,0), (1,1), (1,3), (1,4), (1,5), 

(1,9), (1,12), (1,13), (1,14), (1,15), (1,16), (1,19), (1,20), (1,22), (1,25), (1,27), (1,34), 

(1,36), (1,39), (1,41), (1,42), (1,45), (1,46), (1,47), (1,48), (1,49), (1,52), (1,56), (1,57), 

(1,58), (1,60), (3,1), (3,3), (3,4), (3,5), (3,9), (3,12), (3,13), (3,14), (3,15), (3,16), (3,19), 

(3,20), (3,22), (3,25), (3,27), (3,34), (3,36), (3,39), (3,41), (3,42), (3,45), (3,46), (3,47), 

(3,48), (3,49), (3,52), (3,56), (3,57), (3,58), (3,60), (4,1), (4,3), (4,4), (4,5), (4,9), (4,12), 

(4,13), (4,14), (4,15), (4,16), (4,19), (4,20), (4,22), (4,25), (4,27), (4,34), (4,36), (4,39), 

(4,41), (4,42), (4,45), (4,46), (4,47), (4,48), (4,49), (4,52), (4,56), (4,57), (4,58), (4,60), 

(5,1), (5,3), (5,4), (5,5), (5,9), (5,12), (5,13), (5,14), (5,15), (5,16), (5,19), (5,20), (5,22), 

(5,25), (5,27), (5,34), (5,36), (5,39), (5,41), (5,42), (5,45), (5,46), (5,47), (5,48), (5,49), 

(5,52), (5,56), (5,57), (5,58), (5,60), (7,1), (7,3), (7,4), (7,5), (7,9), (7,12), (7,13), (7,14), 

(7,15), (7,16), (7,19), (7,20), (7,22), (7,25), (7,27), (7,34), (7,36), (7,39), (7,41), (7,42), 

(7,45), (7,46), (7,47), (7,48), (7,49), (7,52), (7,56), (7,57), (7,58), (7,60), (9,1), (9,3), (9,4), 

(9,5), (9,9), (9,12), (9,13), (9,14), (9,15), (9,16), (9,19), (9,20), (9,22), (9,25), (9,27), 

(9,34), (9,36), (9,39), (9,41), (9,42), (9,45), (9,46), (9,47), (9,48), (9,49), (9,52), (9,56), 

(9,57), (9,58), (9,60), (12,1), (12,3), (12,4), (12,5), (12,9), (12,12), (12,13), (12,14), 

(12,15), (12,16), (12,19), (12,20), (12,22), (12,25), (12,27), (12,34), (12,36), (12,39), 

(12,41), (12,42), (12,45), (12,46), (12,47), (12,48), (12,49), (12,52), (12,56), (12,57), 

(12,58), (12,60), (15,1), (15,3), (15,4), (15,5), (15,9), (15,12), (15,13), (15,14), (15,15), 

(15,16), (15,19), (15,20), (15,22), (15,25), (15,27), (15,34), (15,36), (15,39), (15,41), 

(15,42), (15,45), (15,46), (15,47), (15,48), (15,49), (15,52), (15,56), (15,57), (15,58), 

(15,60), (16,1), (16,3), (16,4), (16,5), (16,9), (16,12), (16,13), (16,14), (16,15), (16,16), 

(16,19), (16,20), (16,22), (16,25), (16,27), (16,34), (16,36), (16,39), (16,41), (16,42), 
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(16,45), (16,46), (16,47), (16,48), (16,49), (16,52), (16,56), (16,57), (16,58), (16,60), 

(17,1), (17,3), (17,4), (17,5), (17,9), (17,12), (17,13), (17,14), (17,15), (17,16), (17,19), 

(17,20), (17,22), (17,25), (17,27), (17,34), (17,36), (17,39), (17,41), (17,42), (17,45), 

(17,46), (17,47), (17,48), (17,49), (17,52), (17,56), (17,57), (17,58), (17,60), (19,1), 

(19,3), (19,4), (19,5), (19,9), (19,12), (19,13), (19,14), (19,15), (19,16), (19,19), (19,20), 

(19,22), (19,25), (19,27), (19,34), (19,36), (19,39), (19,41), (19,42), (19,45), (19,46), 

(19,47), (19,48), (19,49), (19,52), (19,56), (19,57), (19,58), (19,60), (20,1), (20,3), (20,4), 

(20,5), (20,9), (20,12), (20,13), (20,14), (20,15), (20,16), (20,19), (20,20), (20,22), 

(20,25), (20,27), (20,34), (20,36), (20,39), (20,41), (20,42), (20,45), (20,46), (20,47), 

(20,48), (20,49), (20,52), (20,56), (20,57), (20,58), (20,60), (21,1), (21,3), (21,4), (21,5), 

(21,9), (21,12), (21,13), (21,14), (21,15), (21,16), (21,19), (21,20), (21,22), (21,25), 

(21,27), (21,34), (21,36), (21,39), (21,41), (21,42), (21,45), (21,46), (21,47), (21,48), 

(21,49), (21,52), (21,56), (21,57), (21,58), (21,60), (22,1), (22,3), (22,4), (22,5), (22,9), 

(22,12), (22,13), (22,14), (22,15), (22,16), (22,19), (22,20), (22,22), (22,25), (22,27), 

(22,34), (22,36), (22,39), (22,41), (22,42), (22,45), (22,46), (22,47), (22,48), (22,49), 

(22,52), (22,56), (22,57), (22,58), (22,60), (25,1), (25,3), (25,4), (25,5), (25,9), (25,12), 

(25,13), (25,14), (25,15), (25,16), (25,19), (25,20), (25,22), (25,25), (25,27), (25,34), 

(25,36), (25,39), (25,41), (25,42), (25,45), (25,46), (25,47), (25,48), (25,49), (25,52), 

(25,56), (25,57), (25,58), (25,60), (26,1), (26,3), (26,4), (26,5), (26,9), (26,12), (26,13), 

(26,14), (26,15), (26,16), (26,19), (26,20), (26,22), (26,25), (26,27), (26,34), (26,36), 

(26,39), (26,41), (26,42), (26,45), (26,46), (26,47), (26,48), (26,49), (26,52), (26,56), 

(26,57), (26,58), (26,60), (27,1), (27,3), (27,4), (27,5), (27,9), (27,12), (27,13), (27,14), 

(27,15), (27,16), (27,19), (27,20), (27,22), (27,25), (27,27), (27,34), (27,36), (27,39), 

(27,41), (27,42), (27,45), (27,46), (27,47), (27,48), (27,49), (27,52), (27,56), (27,57), 

(27,58), (27,60), (28,1), (28,3), (28,4), (28,5), (28,9), (28,12), (28,13), (28,14), (28,15), 

(28,16), (28,19), (28,20), (28,22), (28,25), (28,27), (28,34), (28,36), (28,39), (28,41), 

(28,42), (28,45), (28,46), (28,47), (28,48), (28,49), (28,52), (28,56), (28,57), (28,58), 

(28,60), (29,1), (29,3), (29,4), (29,5), (29,9), (29,12), (29,13), (29,14), (29,15), (29,16), 

(29,19), (29,20), (29,22), (29,25), (29,27), (29,34), (29,36), (29,39), (29,41), (29,42), 

(29,45), (29,46), (29,47), (29,48), (29,49), (29,52), (29,56), (29,57), (29,58), (29,60), 

(35,1), (35,3), (35,4), (35,5), (35,9), (35,12), (35,13), (35,14), (35,15), (35,16), (35,19), 

(35,20), (35,22), (35,25), (35,27), (35,34), (35,36), (35,39), (35,41), (35,42), (35,45), 

(35,46), (35,47), (35,48), (35,49), (35,52), (35,56), (35,57), (35,58), (35,60), (36,1), 
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(36,3), (36,4), (36,5), (36,9), (36,12), (36,13), (36,14), (36,15), (36,16), (36,19), (36,20), 

(36,22), (36,25), (36,27), (36,34), (36,36), (36,39), (36,41), (36,42), (36,45), (36,46), 

(36,47), (36,48), (36,49), (36,52), (36,56), (36,57), (36,58), (36,60), (41,1), (41,3), (41,4), 

(41,5), (41,9), (41,12), (41,13), (41,14), (41,15), (41,16), (41,19), (41,20), (41,22), 

(41,25), (41,27), (41,34), (41,36), (41,39), (41,41), (41,42), (41,45), (41,46), (41,47), 

(41,48), (41,49), (41,52), (41,56), (41,57), (41,58), (41,60), (45,1), (45,3), (45,4), (45,5), 

(45,9), (45,12), (45,13), (45,14), (45,15), (45,16), (45,19), (45,20), (45,22), (45,25), 

(45,27), (45,34), (45,36), (45,39), (45,41), (45,42), (45,45), (45,46), (45,47), (45,48), 

(45,49), (45,52), (45,56), (45,57), (45,58), (45,60), (46,1), (46,3), (46,4), (46,5), (46,9), 

(46,12), (46,13), (46,14), (46,15), (46,16), (46,19), (46,20), (46,22), (46,25), (46,27), 

(46,34), (46,36), (46,39), (46,41), (46,42), (46,45), (46,46), (46,47), (46,48), (46,49), 

(46,52), (46,56), (46,57), (46,58), (46,60), (48,1), (48,3), (48,4), (48,5), (48,9), (48,12), 

(48,13), (48,14), (48,15), (48,16), (48,19), (48,20), (48,22), (48,25), (48,27), (48,34), 

(48,36), (48,39), (48,41), (48,42), (48,45), (48,46), (48,47), (48,48), (48,49), (48,52), 

(48,56), (48,57), (48,58), (48,60), (49,1), (49,3), (49,4), (49,5), (49,9), (49,12), (49,13), 

(49,14), (49,15), (49,16), (49,19), (49,20), (49,22), (49,25), (49,27), (49,34), (49,36), 

(49,39), (49,41), (49,42), (49,45), (49,46), (49,47), (49,48), (49,49),, (49,52), (49,56), 

(49,57), (49,58), (49,60), (51,1), (51,3), (51,4), (51,5), (51,9), (51,12), (51,13), (51,14), 

(51,15), (51,16), (51,19), (51,20), (51,22), (51,25), (51,27), (51,34), (51,36), (51,39), 

(51,41), (51,42), (51,45), (51,46), (51,47), (51,48), (51,49), (51,52), (51,56), (51,57), 

(51,58), (51,60), (53,1), (53,3), (53,4), (53,5), (53,9), (53,12), (53,13), (53,14), (53,15), 

(53,16), (53,19), (53,20), (53,22), (53,25), (53,27), (53,34), (53,36), (53,39), (53,41), 

(53,42), (53,45), (53,46), (53,47), (53,48), (53,49), (53,52), (53,56), (53,57), (53,58), 

(53,60), (57,1), (57,3), (57,4), (57,5), (57,9), (57,12), (57,13), (57,14), (57,15), (57,16), 

(57,19), (57,20), (57,22), (57,25), (57,27), (57,34), (57,36), (57,39), (57,41), (57,42), 

(57,45), (57,46), (57,47), (57,48), (57,49), (57,52), (57,56), (57,57), (57,58), (57,60), 

(2,2), (2,6), (2,7), (2,8), (2,10), (2,11), (2,17), (2,18), (2,21), (2,23), (2,24), (2,26), (2,28),, 

(2,29), (2,30), (2,31), (2,32), (2,33), (2,35), (2,37), (2,38), (2,40), (2,43), (2,44), (2,50), 

(2,51), (2,53), (2,54), (2,55), (2,59), (6,2), (6,6), (6,7), (6,8), (6,10), (6,11), (6,17), (6,18), 

(6,21), (6,23), (6,24), (6,26), (6,28), (6,29), (6,30), (6,31), (6,32), (6,33), (6,35), (6,37), 

(6,38), (6,40), (6,43), (6,44), (6,50), (6,51), (6,53), (6,54), (6,55), (6,59), (8,2), (8,6), (8,7), 

(8,8), (8,10), (8,11), (8,17), (8,18), (8,21), (8,23), (8,24), (8,26), (8,28), (8,29), (8,30), 

(8,31), (8,32), (8,33), (8,35), (8,37), (8,38), (8,40), (8,43), (8,44), (8,50), (8,51), (8,53), 
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(8,54), (8,55), (8,59), (10,2), (10,6), (10,7), (10,8), (10,10), (10,11), (10,17), (10,18), 

(10,21), (10,23), (10,24), (10,26), (10,28), (10,29), (10,30), (10,31), (10,32), (10,33), 

(10,35), (10,37), (10,38), (10,40), (10,43), (10,44), (10,50), (10,51), (10,53), (10,54), 

(10,55), (10,59), (11,2), (11,6), (11,7), (11,8), (11,10), (11,11), (11,17), (11,18), (11,21), 

(11,23), (11,24), (11,26), (11,28), (11,29), (11,30), (11,31), (11,32), (11,33), (11,35), 

(11,37), (11,38), (11,40), (11,43), (11,44), (11,50), (11,51), (11,53), (11,54), (11,55), 

(11,59), (13,2), (13,6), (13,7), (13,8), (13,10), (13,11), (13,17), (13,18), (13,21), (13,23), 

(13,24), (13,26), (13,28),, (13,29), (13,30), (13,31), (13,32), (13,33), (13,35), (13,37), 

(13,38), (13,40), (13,43), (13,44), (13,50), (13,51), (13,53), (13,54), (13,55), (13,59), 

(14,2), (14,6), (14,7), (14,8), (14,10), (14,11), (14,17), (14,18), (14,21), (14,23), (14,24), 

(14,26), (14,28), (14,29), (14,30), (14,31), (14,32), (14,33), (14,35), (14,37), (14,38), 

(14,40), (14,43), (14,44), (14,50), (14,51), (14,53), (14,54), (14,55), (14,59), (18,2), 

(18,6), (18,7), (18,8), (18,10), (18,11), (18,17), (18,18), (18,21), (18,23), (18,24), (18,26), 

(18,28), (18,29), (18,30), (18,31), (18,32), (18,33), (18,35), (18,37), (18,38), (18,40), 

(18,43), (18,44), (18,50), (18,51), (18,53), (18,54), (18,55), (18,59), (23,2), (23,6), (23,7), 

(23,8), (23,10), (23,11), (23,17), (23,18), (23,21), (23,23), (23,24), (23,26), (23,28), 

(23,29), (23,30), (23,31), (23,32), (23,33), (23,35), (23,37), (23,38), (23,40), (23,43), 

(23,44), (23,50), (23,51), (23,53), (23,54), (23,55), (23,59), (24,2), (24,6), (24,7), (24,8), 

(24,10), (24,11), (24,17), (24,18), (24,21), (24,23), (24,24), (24,26), (24,28), (24,29), 

(24,30), (24,31), (24,32), (24,33), (24,35), (24,37), (24,38), (24,40), (24,43), (24,44), 

(24,50), (24,51), (24,53), (24,54), (24,55), (24,59), (30,2), (30,6), (30,7), (30,8), (30,10), 

(30,11), (30,17), (30,18), (30,21), (30,23), (30,24), (30,26), (30,28), (30,29), (30,30), 

(30,31), (30,32), (30,33), (30,35), (30,37), (30,38), (30,40), (30,43), (30,44), (30,50), 

(30,51), (30,53), (30,54), (30,55), (30,59), (31,2), (31,6), (31,7), (31,8), (31,10), (31,11), 

(31,17), (31,18), (31,21), (31,23), (31,24), (31,26), (31,28), (31,29), (31,30), (31,31), 

(31,32), (31,33), (31,35), (31,37), (31,38), (31,40), (31,43), (31,44), (31,50), (31,51), 

(31,53), (31,54), (31,55), (31,59), (32,2), (32,6), (32,7), (32,8), (32,10), (32,11), (32,17), 

(32,18), (32,21), (32,23), (32,24), (32,26), (32,28), (32,29), (32,30), (32,31), (32,32), 

(32,33), (32,35), (32,37), (32,38), (32,40), (32,43), (32,44), (32,50), (32,51), (32,53), 

(32,54), (32,55), (32,59), (33,2), (33,6), (33,7), (33,8), (33,10), (33,11), (33,17), (33,18), 

(33,21), (33,23), (33,24), (33,26), (33,28), (33,29), (33,30), (33,31), (33,32), (33,33), 

(33,35), (33,37), (33,38), (33,40), (33,43), (33,44), (33,50), (33,51), (33,53), (33,54), 

(33,55), (33,59), (34,2), (34,6), (34,7), (34,8), (34,10), (34,11), (34,17), (34,18), (34,21), 
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(34,23), (34,24), (34,26), (34,28), (34,29), (34,30), (34,31), (34,32), (34,33), (34,35), 

(34,37), (34,38), (34,40), (34,43), (34,44), (34,50), (34,51), (34,53), (34,54), (34,55), 

(34,59), (37,2), (37,6), (37,7), (37,8), (37,10), (37,11), (37,17), (37,18), (37,21), (37,23), 

(37,24), (37,26), (37,28), (37,29), (37,30), (37,31), (37,32), (37,33), (37,35), (37,37), 

(37,38), (37,40), (37,43), (37,44), (37,50), (37,51), (37,53), (37,54), (37,55), (37,59), 

(38,2), (38,6), (38,7), (38,8), (38,10), (38,11), (38,17), (38,18), (38,21), (38,23), (38,24), 

(38,26), (38,28), (38,29), (38,30), (38,31), (38,32), (38,33), (38,35), (38,37), (38,38), 

(38,40), (38,43), (38,44), (38,50), (38,51), (38,53), (38,54), (38,55), (38,59), (39,2), 

(39,6), (39,7), (39,8), (39,10), (39,11), (39,17), (39,18), (39,21), (39,23), (39,24), (39,26), 

(39,28), (39,29), (39,30), (39,31), (39,32), (39,33), (39,35), (39,37), (39,38), (39,40), 

(39,43), (39,44), (39,50), (39,51), (39,53), (39,54), (39,55), (39,59), (40,2), (40,6), (40,7), 

(40,8), (40,10), (40,11), (40,17), (40,18), (40,21), (40,23), (40,24), (40,26), (40,28), 

(40,29), (40,30), (40,31), (40,32), (40,33), (40,35), (40,37), (40,38), (40,40), (40,43), 

(40,44), (40,50), (40,51), (40,53), (40,54), (40,55), (40,59), (42,2), (42,6), (42,7), (42,8), 

(42,10), (42,11), (42,17), (42,18), (42,21), (42,23), (42,24), (42,26), (42,28), (42,29), 

(42,30), (42,31), (42,32), (42,33), (42,35), (42,37), (42,38), (42,40), (42,43), (42,44), 

(42,50), (42,51), (42,53), (42,54), (42,55), (42,59), (43,2), (43,6), (43,7), (43,8), (43,10), 

(43,11), (43,17), (43,18), (43,21), (43,23), (43,24),, (43,26), (43,28), (43,29), (43,30), 

(43,31), (43,32), (43,33), (43,35), (43,37), (43,38), (43,40), (43,43), (43,44), (43,50), 

(43,51), (43,53), (43,54), (43,55), (43,59), (44,2), (44,6), (44,7), (44,8), (44,10), (44,11), 

(44,17), (44,18), (44,21), (44,23), (44,24), (44,26), (44,28), (44,29), (44,30), (44,31), 

(44,32), (44,33), (44,35), (44,37), (44,38), (44,40), (44,43), (44,44), (44,50), (44,51), 

(44,53), (44,54), (44,55), (44,59), (47,2), (47,6), (47,7), (47,8), (47,10), (47,11), (47,17), 

(47,18), (47,21), (47,23), (47,24), (47,26), (47,28), (47,29), (47,30), (47,31), (47,32), 

(47,33), (47,35), (47,37), (47,38), (47,40), (47,43), (47,44), (47,50), (47,51), (47,53), 

(47,54), (47,55), (47,59), (50,2), (50,6), (50,7),, (50,8), (50,10), (50,11), (50,17), (50,18), 

(50,21), (50,23), (50,24), (50,26), (50,28), (50,29), (50,30), (50,31), (50,32), (50,33), 

(50,35),, (50,37), (50,38), (50,40), (50,43), (50,44), (50,50), (50,51), (50,53), (50,54), 

(50,55), (50,59), (52,2), (52,6), (52,7), (52,8), (52,10), (52,11), (52,17), (52,18), (52,21), 

(52,23), (52,24), (52,26), (52,28), (52,29), (52,30), (52,31), (52,32), (52,33), (52,35), 

(52,37), (52,38), (52,40), (52,43), (52,44), (52,50), (52,51), (52,53), (52,54), (52,55), 

(52,59), (54,2), (54,6), (54,7), (54,8), (54,10), (54,11), (54,17), (54,18), (54,21), (54,23), 

(54,24), (54,26), (54,28), (54,29), (54,30), (54,31), (54,32), (54,33),, (54,35), (54,37), 
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(54,38), (54,40), (54,43), (54,44), (54,50), (54,51), (54,53), (54,54), (54,55), (54,59), 

(55,2), (55,6), (55,7), (55,8), (55,10), (55,11), (55,17), (55,18), (55,21), (55,23), (55,24), 

(55,26), (55,28), (55,29), (55,30), (55,31), (55,32), (55,33), (55,35), (55,37), (55,38), 

(55,40), (55,43), (55,44), (55,50), (55,51), (55,53), (55,54), (55,55), (55,59), (56,2), 

(56,6), (56,7), (56,8), (56,10), (56,11), (56,17), (56,18), (56,21), (56,23), (56,24), (56,26), 

(56,28), (56,29), (56,30), (56,31), (56,32), (56,33), (56,35), (56,37), (56,38), (56,40), 

(56,43), (56,44), (56,50), (56,51), (56,53), (56,54), (56,55), (56,59), (58,2), (58,6), (58,7), 

(58,8), (58,10), (58,11), (58,17), (58,18), (58,21), (58,23), (58,24), (58,26),, (58,28), 

(58,29), (58,30), (58,31), (58,32), (58,33), (58,35), (58,37), (58,38), (58,40), (58,43), 

(58,44), (58,50), (58,51), (58,53), (58,54), (58,55), (58,59)}  
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2.4. ℤ𝟓𝟗 ⊕ ℤ𝟔𝟏 Grubundaki Fark Kümesi İçin Kodlanmış Maske Şablonu 

 

İkiz asal fark kümesi oluşturma teoreminin C++ uygulamasındaki kodları ile 

bulunan ℤ59 ⊕ ℤ61 grubundaki fark kümesi kullanılarak oluşturulan kodlanmış maske 

şablonu Şekil 12 de gösterilmiştir. Ayrıca bu kodlanmış maske şablonunun içeriğindeki 

bazı ikililerin bilgi amaçlı gösterildiği detaylı kodlanmış maske şablonu Şekil 13 te 

sunulmuştur. 

 

 
Şekil 12. ℤ59 ⊕ ℤ61 ikiz asal grubundaki fark kümesi kullanılarak oluşturulan 

kodlanmış maske şablonu. 
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Şekil 13. ℤ59⨁ℤ61 ikiz asal grubundaki (3599,1799,899) parametreli fark kümesi 

kullanılarak oluşturulan ayrıntılı kodlanmış maske şablonu. 

  

(0,0) (0,1) (0,2) (0,30) (0,31) (0,58) (0,59) (0,60)

(1,0) (1,1) (1,2) (1,30) (1,31) (1,58) (1,59) (1,60)

(2,0) (2,1) (2,2) (2,30) (2,31) (2,58) (2,59) (2,60)

(20,0) (20,1) (20,2) (20,30) (20,31) (20,58) (20,59) (20,60)

(21,0) (21,1) (21,2) (21,30) (21,31) (21,58) (21,59) (21,60)

(22,0) (22,1) (22,2) (22,30) (22,31) (22,58) (22,59) (22,60)

(23,0) (23,1) (23,2) (23,30) (23,31) (23,58) (23,59) (23,60)

(24,0) (24,1) (24,2) (24,30) (24,31) (24,58) (24,59) (24,60)

(25,0) (25,1) (25,2) (25,30) (25,31) (25,58) (25,59) (25,60)

(26,0) (26,1) (26,2) (26,30) (26,31) (26,58) (26,59) (26,60)

(27,0) (27,1) (27,2) (27,30) (27,31) (27,58) (27,59) (27,60)

(28,0) (28,1) (28,2) (28,30) (28,31) (28,58) (28,59) (28,60)

(29,0) (29,1) (29,2) (29,30) (29,31) (29,58) (29,59) (29,60)

(30,0) (30,1) (30,2) (30,30) (30,31) (30,58) (30,59) (30,60)

(31,0) (31,1) (31,2) (31,30) (31,31) (31,58) (31,59) (31,60)

(32,0) (32,1) (32,2) (32,30) (32,31) (32,58) (32,59) (32,60)

(33,0) (33,1) (33,2) (33,30) (33,31) (33,58) (33,59) (33,60)

(34,0) (34,1) (34,2) (34,30) (34,31) (34,58) (34,59) (34,60)

(35,0) (35,1) (35,2) (35,30) (35,31) (35,58) (35,59) (35,60)

(36,0) (36,1) (36,2) (36,30) (36,31) (36,58) (36,59) (36,60)

(37,0) (37,1) (37,2) (37,30) (37,31) (37,58) (37,59) (37,60)

(38,0) (38,1) (38,2) (38,30) (38,31) (38,58) (38,59) (38,60)

(39,0) (39,1) (39,2) (39,30) (39,31) (39,58) (39,59) (39,60)

(56,0) (56,1) (56,2) (56,30) (56,31) (56,58) (56,59) (56,60)

(57,0) (57,1) (57,2) (57,30) (57,31) (57,58) (57,59) (57,60)

(58,0) (58,1) (58,2) (58,30) (58,31) (58,58) (58,59) (58,60)
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3. BULGULAR  

   

Bu tez çalışmasında fark kümeleri konusu ile ilgili genel bir literatür özeti verilerek, 

fark kümelerinin ikili dizi oluşturmadaki uygulamalarından olan, astronomik olayların 

görüntülenmesi uygulamasında kullanılan kodlanmış maske oluşturulmasına yönelik 

çalışmalar yapılmıştır.  

 

Kodlanmış maske oluşturmak için öncelikle uygun bir grup ve bu grup içerisindeki 

fark kümesini bulmak gerekmektedir. Bunun için gerekli olan fark kümesini bulmanın bir 

yolu ikiz asal gruplarını kullanmaktır. İkiz asal bir gruba sahip olmak için ikiz asalların 

tespit edilmesi gerekir. Bu nedenle C# bilgisayar programında yazılmış olan kodlardan 

faydalanılarak belirli bir aralık için ikiz asallar listelenmiştir. Bu ikiz asallar içerisinden 

keyfi {59,61} ikilisi seçilerek ℤ59 ⊕ ℤ61 grubu oluşturulmuştur. Oluşturulan ikiz asal 

grubunun içerisinde gömülü olan fark kümesini bulmak için ikiz asal fark kümesi 

teoreminden faydalanılmıştır. Ancak seçilen grup büyük olduğu için içerisindeki fark 

kümesini bulma sürecinde, ikiz asal fark kümesi teoreminin C++ bilgisayar programında 

yazılmış olan kodları kullanılmıştır. Programdaki kodların çalıştırılması neticesinde 

ℤ59 ⊕ ℤ61 grubu içerisindeki fark kümesi bulunmuştur.  

 

Bulunan bu fark kümesi kullanılarak, astronomik olayların görüntülenmesi 

uygulamasında kullanılanlara benzer bir kodlanmış maske şablonu oluşturulmuştur.   
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4. TARTIŞMA ve SONUÇLAR   

 

Tez çalışmasında öncelikle çalışma için gerekli olan bilgiler mevcut literatürden 

faydalanılarak sunulmuştur. Bu bilgiler içerisinde fark kümeleri ile ilgili temel kavramlar, 

fark kümelerinin özellikleri, aileleri, çalışma için önemli olan teoremler ve bazılarının 

ispatları verilmiş olup, fark kümelerinin uygulama alanlarına dair bilgiler sunulmuştur. 

Fark kümelerinin ikili dizi oluşturmadaki uygulamalarından olan kodlanmış maske 

oluşturulmasına yönelik ayrıntılı bir çalışma yapılmıştır.  

 

Yapılan çalışmalar kısmında, fark kümelerinin ikili dizi oluşturmadaki 

uygulamalarından olan astronomik olayların görüntülenmesi için kullanılan kodlanmış 

maske oluşturulmasına yönelik olarak, öncelikle belirli aralıklardaki ikiz asalların 

bulunması ve bu ikiz asallar ile oluşturulan gruplar içerisindeki fark kümelerinin 

belirlenmesi için bilgisayar program dillerinde yazılan kod parçaları sunulmuştur.  

 

C# program dilinde yazılan kodlar kullanılarak belirli aralıklardaki ikiz asallar 

listelenebilmektedir. Bu ikiz asallar içerisinden keyfi seçilen {59,61}  ikiz asalları 

kullanılarak oluşturulan grup içerisindeki fark kümesi, C++ program dilinde yazılan 

kodlar sayesinde elde edilmiştir. Bulunan fark kümesi ile belirli kurallar çerçevesinde bir 

kodlanmış maske şablonu oluşturulmuştur. 
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5. ÖNERİLER 

   

Fark kümeleri konusu oldukça kapsamlı olup birçok alanda uygulamaları 

bulunmaktadır. Bu uygulama alanlarının her biri için çok detaylı çalışmalar yapılması 

gerekmektedir. Fark kümelerinin uygulamalarda kullanılabilmesi için öncelikle grup 

içerisinde gömülü olan fark kümesinin bulunması gerekir. Bir grup içerisindeki fark 

kümesini bulmak için birçok yöntem mevcuttur. Ancak bu yöntemler kullanılırken fark 

kümelerinin bilgisayar desteği olmadan bulunması her zaman kolay olmayabilir. Bu 

nedenle bilgisayar program dillerinde, fark kümelerinin bulunmasına yönelik yöntemlere 

uygun kod parçaları yazılabilir. Ayrıca verilen (𝑣, 𝑘, 𝜆) parametreleri ile bir fark kümesi 

bulunup bulunmadığı üzerine kodlar yazılabilir. 
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