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OZET
DONGUSEL SINIFLARDAN FARK KUMESi URETME
Tezin ilk boliimiinde dongiisel sayilarin tanimi, 6zellikleri, 1. mertebeden, 2.
mertebeden, 3. mertebeden ve 4. mertebeden dongiisel sayilar ve dongiisel siniflar
verilmistir. Ayrica fark kiimelerinin tanimi ve ozellikleri verilmis olup dongiisel
siniflar ile fark kiimeleri arasindaki iliski incelenmistir. Calismanin temel boliimiinde
ise 6zel dongiisel smiflardan elde edilen fark kiimelerinin elde edilmesine yonelik
MATLAB programlama diliyle kod ¢alismas1 yapilmistir. Kaynak kodlar tezin son

boliimiinde verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dongiisel Sayilar, Dongiisel Siniflar, Fark Kiimeleri, Kismi Fark

Kimeleri
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ABSTRACT
DIFFERENCE SETS CONTRUCTION FROM CYCLOTOMY CLASSES

In the first part of the thesis, the definition of cyclotomic numbers, their
properties, 1st order, 2nd order, 3rd order and 4th order cyclotomic numbers and
cyclotomic classes are given. In addition the definition and properties of difference
sets are given and the relationship between cyclotomic classes and difference sets
investigated. In the basic part of the study, a coding study was conducted by the
MATLAB programming language for obtaining the difference sets acquired from the

particular cyclotomic classes. Source codes are given in the last part of the thesis.

Keywords: Cyclotomic Numbers, Cyclotomic Classes, Difference Sets, Almost

Difference Set
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GIRIS

Dongii (Cylotomy) teorisi Oklid zamaninda n = 2%, 3. 2%,5.25,15. 25 kenarli
dizglin cokgenler (zerinde s’nin tim degerleri igin insa edilebilecegi ileri
stiriilmiigtiir. Ancak 18.yy’da Carl Friedrich Gauss, pusula ve cetvel yapiminda farkl
birimden 0Olgekler elde edebilmek igin dongu teorisini sistematize eden ilk kisi
olmustur. Gauss burada n = 22% + 1 formunda olan Fermat asal sayilar1 i¢in 25.7n
kenarh diizgiin ¢okgenler ile bu dl¢ceklerin elde edilebilecegini ispat etmistir. 1935
yilinda ise mertebesi e < 6 olan dongiisel sayilar iizerinde Gauss Periyotlarini ve
Jacobi toplamlarmi kullaranarak calismalar yapmistir. Daha sonrasinda ise Hall,
Storer, Whiteman, Parnami, Katre ve Rajwade bu Jacobi toplamlarini ve Gauss
periyotlarini kullanarak daha yiliksek mertebeden dongiisel sayilarin gelistirilmesinde
katkida bulunmustur.

Simetrik dizaynin 6zel bir hali olan fark kiimeleri kavrami ilk olarak 1938
yilinda James Singer tarafindan “Sonlu Projektif Geometride bir Teorem ve Sayilar
Teorisinde Bazi Uygulamalar” makalesinde yayimlanmistir. Daha sonrasinda 1940
yilinda Marshall Jr. Hall fark kiimeleri iizerinde ¢alismalarda bulunmustur. lyi bir
otokorelasyon 6zelligine sahip olan fark kiimesi iizerinde yapilan ¢alismalar sonucu
olarak cesitleri olan fark kiimleri aileleri, hemen hemen fark kiimesi, kismi fark
kiimesi, vb. dallara boliinmiis olup bir ¢ok uygulama alanma kodlama ve sifreleme,
astronomik olaylarin yorumlanmasi, entegre edilebilir bir yapida oldugundan
gunimize kadar bir ¢cok bilim insanm ilgi kaynagi olmustur.

Geometrik sekiller iizerine insa edilmis olan dongii teorisinin aritmetikle iliskisi
zaman icerinde artmis olup ve n kenarli bir ¢okgende n sayisinin asal olmasi
durumunda Z, kalan smifi ile ilging iliskilere kaynaklik etmistir. Ornegin; n =
5 olmas1 durumunda déngii teoremi su sekilde ifade edilebilir. x> — 1 = 0 cebirsel
ifadesinin kokleri yy, v1, ¥2, ¥3, Vs, ¥s olsun. Buradaki temel amag sekil {izerinde de
goriilecegi lizere koordinat diizleminde birim ¢emberin ¢evresini 5 esit yaya boliip
cebirsel ifadenin koklerinin karsilik geldigi koordinatlarmi ilkel kokler yardimiyla

indisler ile ifade edilmesidir.
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Vz Vo = 1

}'r3 }"4.

Sekil 1. x> — 1 = 0 denkleminin koklerinin birim ¢cember Gzerindeki gosterimi

Hemen hemen fark kumelerinin kriptografi ve kodlama teorisinde ilging
uygulamalar1 vardir. Hemen hemen fark kiimelerinin bilinen ailelerini ¢ok yonli bir
sekilde ele alarak bazi fark kiimeleri ile bazi hemen hemen fark kiimeleri arasinda
iligkiler kurulur ve hemen hemen fark kiimelerinin bazi ailelerinin sayisal ¢arpan
grubunu belirlenebilir. Ayrica, hemen hemen fark kiimelerinden olusan alt1 yeni smif
ve optimal otokorelasyona sahip dort adet periyot (mod 4) ikili dizisi sinifi
olusturulabilir. Bagka bir deyisle iki smif goreli fark kiimesi ve dort boliinebilir fark
kiimesi elde edilmis olur. Ayrica, Jungnickel'e (1982) bagl bir sonucun, optimal
otokorelasyon ile 4! periyodundaki hemen hemen fark kimelerini ve dizilerini
olusturmak i¢in kullanilabilecegini belirtilmektedir (K. T. Arasu, 2001).

Hemen hemen fark kiimelerine dayali inceltme teknikleri, diisiik mod yan lob
seviyelerine sahip MIMO radar dongusel dizilerini  tasarlamak icin
sunulmustur. Standart hemen hemen fark kiimeleri yaklasimi, verici ve alici dizilerin
eleman konumlarini analitik olarak belirlemeye ve MIMO sanal dizilerinin radyasyon
modeli yan loblarinin {ist smirmi tahmin etmeye olanak saglar. Hemen hemen fark
kiimesi tabanlt MIMO dizilerinin en yiiksek yan lob performanslarmnin, ayni zamanda
daha genis dizi konfigiirasyonlar: setinde elde edilebilen, dongusel fark kiimeleri
tabanlit MIMO dizilerininkilerle karsilastirilabilir oldugu ortaya ¢ikmistir. Tamamen
hemen hemen fark kiimesi tabanli metodolojinin esneklik ve yan lob performanslari
acisindan smirlamalarmin iistesinden gelmek igin gelismis hemen hemen fark kiimesi

fark kimesi tabanli bir genetik algoritma prosediirde Onerilmistir. Temsili sayisal


https://www.sciencedirect.com/topics/engineering/multiple-input-multiple-output
https://www.sciencedirect.com/topics/engineering/antenna-arrays
https://www.sciencedirect.com/topics/engineering/sidelobes
https://www.sciencedirect.com/topics/physics-and-astronomy/genetic-algorithms

sonuglar, oOnerilen hemen hemen fark kimesi yaklasimlarinin 6zelliklerini ve
performanslarint gostermek ve diger benzer tasarim metodolojilerine kiyasla
etkinliklerini ve verimliligini dogrulamak i¢in gosterilmistir. (Jian Dong, 2013)

Bu tez ¢alismasinda dongtisel sayilar, fark kiimeleri, fark kiimesinin ¢esitleri ve
dongiisel sayilardan elde edilen fark kiimelerini i¢ceren tanim, teorem ve bu yapilarin
ozellikleri igermektedir. Ayrica kuadratik rezidulerden elde edilen fark kumeleri,
CZ dongiisel siniflary, CZ dongiisel siniflary, CZ U {0} dongiisel simiflari, Cz dongusel
smiflar1 ve CSU CP U C$ dongiisel smiflarindan elde edilen dongiisel smiflar
iizerinden farkli parametrelere sahip fark kiimelerinin MATLAB uygulamalarmi

icermektedir.
1. Genel Bilgiler
1.1.Literatur Ozeti

Dongusel sayilarm temellerini olusturan ¢okgenlerin boliinmesinin temelleri ilk
olarak M.0.300’lerde Oklid zamanmda atildig1 goriilmiistiir (Oklid’in Elemanlari,
Sinan SERTOZ). islevseligini uzun yillar sonra pusula ve harita yapiminda kazanan
dongiisel sayilar (Johann Carl Friedrich Gauss, 1798) matematigin sayilar teoresi,
kombinatorik, vb. alaniyla baglantis1 olmasindan dolay1 iizerinde birgok ¢aligmalar
yapilmasina olanak saglamistir. {lk olarak ikinci mertebeden dongiisel sayilar1 elde
eden Gauss, lc¢lincu mertebeden dongiisel sayilarda kendi ismini vermis oldugu Gauss
tipi isaret belirsizligi ile karsilasmistir. Isaret belirsizliginin kaldirilmasina yonelik
calismalar Hall ve Storer (1940) tarafindan yapilmastir.

Gauss ve Jacobi toplamlar1 kullanilarak (Whiteman, 1935) bu isaret belirsizligi
ortadan kaldirimistir. Aynt donemde Dickson Waring problemi adinda cikartmis
oldugu makalesinde ilk 5 mertebeden dongiisel sayilar1 yaymlamistir (Dickson, 1935).

7. mertebeden ve 11. mertebeden dongiisel sayilar1 (Leonard P.A. ve Williams
K. S. 1974) elde etmistir. 14. mertebeden dongiisel sayilar1 (Muskat J.B., 1966) elde
etmistir. 15. mertebeden dongiisel sayilar (Nicholas Buck, Lones Smith, Blair K.
Spearman ve Kenneth S. Williams, 1987) tarafindan elde edilmistir. 16. mertebeden

dongiisel sayilar (Ronald J. Evans ve Jay Roderick, 1979) tarafindan elde edilmistir.



1982 yilinda ise Panami ve arkadaglar1 5. mertebeden dongiisel sayilar igin bir
asal saymin kuvveti mertebesinde olan cisimler {izerinde genellestimeler yapmustir.

Katre ve Rajwade 1985 yilinda yaymlamis oldugu makalesinde n = 21
formudan olan n mertebeli dongiisel sayilar igin isaret belirsizligine yonelik genel bir
calisma yapmiglardir.

Devendra Shirolkar ve S. A. Katre, Jacobi toplamlar1 ve [? mertebeli dongtisel
sayilara yonelik caligsmalar yapmistir.

En son 24. mertebeden dongiisel say1 (Evans, 1980) elde edilmis olup mertebe
artikca elde edilen Diophant denklemler daha komplike hale geldiginden yiiksek
mertebeden dongiisel sayilarin elde edilmesi daha gii¢ bir hale gelmistir.

Fark kiimesinin var olabilmesi i¢in o yapmin esasinda bir simetrik dizayn
olamasi gerekir. Bu simetrik dizayn varhigi ftzerinde ise Bruck ve Ryser
(v, k, A) parametreli simetrik dizayn icin Bruck Ryser Chowla Teoremi kanitlamistir
(Chowla ve Ryser, 1950). ilk olarak A = 1igin verilmis olan bu teorem daha
sonrasinda A sayisinin pozitif olmasi durumu igin genellestirilmistir (Ryser ve Chowla,
1982).

Simetrik dizaynin 6zellestirilmesi olan fark kiimesi kavrami ilk olarak Sonlu
Projektif Geometride Bir Teorem ve Sayilar Teorisinde Bazi Uygulamalar (Singer,
1938) adli makalede yer almistir. Fark kiimelerinin sistematik ¢aligilmasi 1940’°larin
sonlarinda Marshall Hall’in ¢alismalarma kadar gitmektedir (Hall, 1940).

E. Lehmer (1953) bir cisim iizerinde kuadratik rezidiilerin olusturmus oldugu
smifin fark kiimesi oldugunu ispatlamistir. Bu ¢alismalarin {izerine rezidii olmayan
smiflar iizerinde fark kiimesi ailesi oldugunu (R.L. McFarland, 1973) makalesinde
gostermistir. Buna benzer fark kiimeleri aileleri Emily. H. Moore’ nin Fark Kiimeleri,
Cebir, Kombinasyon ve Geometri kitabinda ele alinmistir. Ayrica konu iizerinde daha
anlagilabilir olmasi agisindan fark kiimeleri iizerinde derleme ¢alismasi niteliginde
(Trout, 2017) olan tez ¢alismas1 yapilmustir.

Fark kiimesi bir¢ok uygulamada, ¢aliyma alaninda yer almis bir yapidir. Roy ve
Godsil 2009°da yayimlamis oldugu makalesinde fark kiimelerin kuantum bilisiminde
kullanilacaginda bahsetmistir. Ayrica Assmus ve Key (1992) cebirsel kodlama

Uzerinde dizaynin analiz uygulamalarini incelemistir.



Kerdock ve Preparata kodlarinin bigimsel ikiliginin agiklamasi, son birkag yilda
uygulamali cebir alaninda goze carpan sonuglardan biridir. Bu sonug, Z, Uzerinde
korelasyon ozellikleri en iyi ikili dizilerden daha iyi olan biyiik dort fazl dizi
setlerinin kesfi ile ilgilidir. Ayrica, dizilerin korelasyon oOzellikleri, (dongiisel)

gruplardaki belirli kiimelerin fark kiimelerinin 6zellikleriyle yakindan iliskilidir.

1.2.Temel Kavramlar

Bu boliimde dizayn adin1 verdigimiz yapiya 6zel bir sekilde etki ederek bu yap1
Uzerinde fark kiimesi, hemen hemen fark kiimesi, kismi fark kiimesi, fark kiimelerileri
aileleri vb. yapilar elde edilir. Genel olarak fark kiimesi, hemen hemen fark kiimesi
vb. yapilar igin 6zel olarak sonlu ve toplamsal gruplar kullanilmaktadir.

Diger taraftan dongiisel sayilarin yapilarmi inceleyebilmek icin ise sayilar
teorisinden bazi temel kavramlara (Ilkel kok, indeks kavrami, kuadratik rezidii, vb.)
ve bunlara istinaden fark kiimesi ve hemen hemen fark kiimesi elde edebilmek igin
kullanacagimiz dongiisel sayilarin 6zel bir birlesiminden olusan dongiisel siniflar

i¢cinse cisim yapisina ihtiya¢ duyacagiz.

1.3.1 Ilkel (Primitif) Kokler ve Indeksler

Tamm 1.3.1. Her m > 0 tam sayini, m’yi gegmeyen ve m ile aralarinda asal olan tam
sayilarin sayisina esleyen fonksiyona Euler ¢ — fonksiyonu adi verilir ve m’nin Euler

fonksiyonu ¢ (m) ile gosterilir.

Tanm 1.3.2. m,t e Zve (m,t).pop = 10Isun. Bu takdirde t* =1 (mod m)
kongiiransini saglayan en kiiglk pozitif k tam sayisina a’nin modiiliine gére mertebesi
denir ve o,,(a) notasyonu ile gosterilir. o0,,(a) = ¢@(a) ise bu durumda a’ya m

moduline gore ilkel kok denir.

Tammm 1.3.3. m modulune gore g bir ilkel kék ve b tam say1r olmak iizere
(b, t)epop = 10lsun. Butakdirde b = g/ (modm),1 <j < ¢(m) sartin1 saglayan

j tamsayisma b’nin g tabanina gore indeksi denir ve indyb = j ile gosterilir,



Teorem 1.3.1. g, m moduliine gore bir ilkel kok olsun. Bu taktirde,

g* = a(modm) & indya (mod ¢(m))

Ispat. g* = a (mod m) olsun.
g* = a = g"%%(mod m)
yazilabilir. Buradan ise,
u = indy a (mod ¢(m))
bulunur. Tersine u = ind, a (mod @(m)) ise uygun bir v € Z igin
u =indga +v.p(m)
yazabiliriz. Su halde,
gt = gindga+tve(m) = gindga(gomyr = gindgd = g(mod m)

elde edilir.

Teorem 1.3.2. m modiline gére g ilkel kok, npozitif tamsayr ve
(M, @) epop = (M, b) epop = 1 0lsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler saglanr.
(i) indga.b = indga + indyb (mod ¢(m))

(i) indga™ = n.indga (mod @(m))

Ispat. (i) indja = uve indyb = v diyelim. Indeks tanimma gdre g* = a (mod m)
ve g° =b (modm) diyebiliriz. a.b = gt.g" = g™+ g P (mod m) bir
onceki teoremden indga.b = indja + indgzb (mod @(m)) olarak bulunup istenen

elde edilir. (ii) ispat1 (i) den agik goriilebilir.

Ornek 1.3.1. m = 10 igin ¢(10) nun degerini bulalim.

(10, Depop = (10,3)epop = (10,7)epor = (10,9 epop = 1
olup 10’dan kiigiik 10 ile arasinda asal olan 4 sayr mevcttur. O halde ¢(10) =4

bulunur.



Teorem 1.3.3. ¢(1) =1 ven > 1 pozitif bir tamsay1 olmak tizere

p(n) =n. 1_[(1 - %)

p/n

dir. Burada ¢arpim n tamsayisinin biitiin p asal bolenlerin {izerinden alinmaktadir. Bu
halde n tamsaynin kanonik formu n = p;*p;? ...p.~ ise

o[- 3)-0-2

p/n

olur. Burada p;, p,, ..., px € P ve ay, ay, ..., a; € N dir.
Sonug 1.3.1. p € P olmak lizere, (p) = p — 1 olur.

Ornek 1.3.2. m = 19 i¢in ¢(19) degerini bulalm.
19 bir asal say1 oldugundan ¢ (19) = 19 — 1 = 18 elde edilir.

Ornek 1.3.3.m = 100 icin ¢(100) iin degerini bulalim.

100 = 2252 geklinde kanonik formda yazilacak olursa

(100) = 100. (1 - %) (1 — %) =40

bulunur. Yani 100°den kiigiik 100 ile aralarinda asal olan 40 tamsay1 mevcuttur.
Teorem 1.3.4. p asal say1 olmak iizere, p moduna gére ¢ (¢ (p)) tane ilkel kok vardir.

Ornek 1.3.4. p = 101 asal say1 i¢in ilkel kok sayisin1 bulalim.
p = 101 sayisinin ilkel kok sayis1 Teorem 1.3. ten ¢ (¢ (101)) tanedir.
©(101) = 101 — 1 = 100 elde edilir. ¢(¢(101)) = ¢(100) = 40 olup p = 101

sayisinin 40 tane ilkel kokii vardir.

Tanim 1.3.4. p tek asal say1 ve (p,a).pop = 1 olacak sekilde a € Z olsun. Eger

2

x* = a (mod p) kongriiansmimn ¢éziimii mevcutsa a’ya p moduline gore kuadratik

rezidii eger ¢ozlim yoksa kuadratik olmayan rezidii denir.



Teorem 1.3.5. p tek asal sayr olmak iizere p’nin kuadratik rezidiilerinin sayisi

(p — 1)/2 tanedir.

ispat. 1,2,3,...,p — 1 sayilar1 arasindan p’nin tiim kuadratik rezidiilerini bulmak i¢in
bu sayilarin karelerinin p modiiliine gore en kiiglik pozitif kalanlari bulunmalidir.
p — 1 tane kare hesaplanacagmdan ve her x?> = a (mod p) kongriians1 ya ¢dziimsiiz
ya da iki ¢oziimlii olacagindan 1, 2, 3, ..., p — 1 sayilar1 arasinda (p — 1)/2 tane p’nin

kuadratik rezidisu olmalidir.

1.3.2 Gruplar

Tamim 1.3.5. G bos olmayan bir kiime ve * islemi G de bir ikili islem olsun. Verilen *
isleminin G de birlesme 6zelligi ve birim elemani varsa ayrica * islemine gore G deKi

her elemanin tersi varsa (G,*) cebirsel yapisina grup denir.

Tammm 1.3.6. (G,*) bir grup ve Va,b € G icin a * b =b * adegisme Ozelligi

sagliyorsa G grubuna degismeli grup veya abel grup denir.

Tamm 1.3.7. G sonlu bir kiime ise (G,*) grubuna sonlu grup denir ve eleman sayisina

da grubun mertebesi denir. |G| ile gbsterilir.

Tamm 1.3.8. (G,*) ve (H, A) gruplar olsun. Eger;
() HEG
(il Va,b EHicinaAb=a *bise

0 zaman H ye G nin bir alt grubu denir ve H < G seklinde gosterilir.

Tamm 1.3.9. G bir grup ve @ # A € G olsun. Bu durumda
M ={a,a,a3...a,: V1<i<niginag; € Aveyaa;' € 4}

kiimesine A tarafindan tretilen kiime ad1 verilir.

Teorem 1.3.6. G bir grup, ® = A < G olsun. Bu durumda <4A> < G dir. Bu alt gruba

A tarafindan {iretilen alt grup adi verilir.



Tamm 1.3.10. G bir grup ve a,,a,, ... a, € G olsun. Eger G = «a4, a,, ...,a,> iSe 0

zaman a,, a,, ... a, elemanma G nin Uretecleri denir.

Teorem 1.3.7. G bir grup ve a € G olsun. Eger
H={a": ne Z}

ise 0 zaman H kimesi G nin bir alt grubudur.

Tanim 1.3.11. G bir grup ve a € G olsun. G nin H: = {a™: n € Z } alt gruplarina G nin
a tarafindan iiretilen devirli alt grubu denir ve «a> seklinde gosterilir. Ozel olarak
G = «a> olacak sekilde a € G varsa 0 zaman G Yye a tarafindan tiretilen devirli grup

denir.

Tamm 1.3.12. G bir grup ve a € G olsun. Eger G = «a> iSe 0 zaman a ya G nin bir

Ureteci denir.

1.3.3 Halka ve Cisimler

"o,

Tamim 1.3.13. (R, +) bir degismeli bir grup ve R Uzerinden ¢arpma islemi taniml1

olsun. Eger;

() R de - islemi birlesme 6zelligine sahip,
(ii) R de - islemi + tizerine soldan ve sagdan dagilma 6zelligine sahip,

ise (R, + ,-) uglustine bir halka denir.

Tamm 1.3.14. (R,+,-) bir halka olsun. Her x € R igin e x = x - e = x olacak

bicimde e € R varsa e ye R halkasinin birimi denir ve R ye bir birimli halka ad1 verilir.

Tamm 1.3.15. (R, + ,-) bir halka olsun. Her x,y € R i¢cin x -y = y - xise R ye bir
degismeli halka denir.



Tanim 1.3.16. F birimli, degismeli bir halka ve 1 # O olsun. Eger F ¢arpma islemi
altinda degismeli bir grup ise F ye bir cisim denir. Baska bir deyisle komutatif

(degismeli) bolme halkasina cisim denir.

Tamim 1.3.17. (R, + ,) bir cisim ve g € R olsun. R = <g» oluyorsa g elemanina R

cisminin Ureteci denir.
1.3.4 Tekrarlanma Yapilan ve Dizaynlar

Bu boliimde dizayn yapisini ele alacagiz. Burada t-dizaynlari, simetrik dizaynlar
ve bu dizayndan elde edilen fark kiimeleriyle ilgili bagmtilar incelecektir.

Dizayn teorisi, kombinatoryal bir alan olmak ile birlikte istatistik ve istatistiksel
bagintilar1 irdelemek amach karsimiza ¢ikmis olan bir teoridir. Uzerinde yapilan
calismalar sonucunda geometri, kodlama teorisi, grup teorisi ve fark kiimeleride dahil

olmak tlizere matematigin bir cok alaninda yer almistir.

Tamm 1.3.18. (Tekrarlanma Yapisi) P noktalar kiimesi, B ise P noktalar kiimesi
uzerinden elde edilen bloklar kiimesi olsun. P N B =@ ve 3 € P X B bagintist ile

olusan (P, B,J) siral Gigliisiine tekrarlanma yapisi denir. Ayrica J bagintisinda yer

alan her sirali ikili i¢in iligkilidir denir (Lander,1953).

Ornek 1.3.5. (Z,, +) grubunu ele alalm. P = {1, 2, ...,n — 1} noktalar kiimesi ve B
ise bu elemanlarin denklik smniflarinda olugsun. 3 € P X B bagntis1 ile birlikte

(P, B, J) swrali tigliisii bir tekrarlanma yapisma 6rnek teskil eder.

Tamm 1.3.19. (Tekrarlanma Matrisi) P = {p,, p,, ..., p,} noktalardan olusan bir
kime, B ={by,b,,...,b,} bloklar kiimesi ve 7 € P x B bagntis1 ile (P,B,7)
tekrarlanma yapis1 olmak iizere;

1, Pi € Bi

mij =
0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan M = [m j]uxv matrisine tekrarlanma matrisi denir (Lander,1953).
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Ornek 1.3.6. Bir dizayn 6rneginin tekrarlama matrisi P = {1,2,3,4,5} noktalar
kiimesi ve B = {{1, 2}{1,3,4}{2,3,4,5}{1,2,3, 4,5}} bloklar kiimesinden olusan

tekrarlanma yapisini ele alalim. Bu tekrarlanma yapisinin matrisi,

(SN S N
_ O
[ S
[ S
[ G S

seklinde olusur. Ornek iizerinden de goriilecegi iizere PP noktalar kiimesi siitunlari, B

bloklar kiimesi satirlar1 temsil etmektedir.

Tamm 1.3.20. (t-dizayn) t pozitif bir tamsay1, P = {py, p, ..., p,} Mertebesi v olan
noktalar kiimesi ve B ise P kilimesinin k elemanl alt kiimelerinden olusan bloklar
kiimesi olsun. Burada 4 > 1 olmak uzere P nin t elemanli her bir alt kiimesi bu
bloklarda tam olarak A kez bulunuyor ise bu tekrarlanma yapisina (v, k, 1) parametreli

bir t — dizayn ad1 verilir (Baumert, 1971).

Ornek 1.3.7. Z, sonlu cismi tzerinde (Z,)* olarak tanimlanan 4 - boyutlu vektor

uzayni ele alalim. Burada P kiimesi uzayda yer alan 0 vektor hari¢ tim vektdrlerin
kiimesi, B ise x + y + z = 0 kosulunu saglayan bloklar kiimesi olsun. Bu taktirde

x,vy,z € (Z,)*) yapisi bir 2 - dizayn olusturur.
y 2 yap Yy

Tanim 1.3.21. (Simetrik Dizayn) (v, k, A) parametreli bir dizayn ve 0 < k < v olsun.
(i) v sayida nokta mevcuttur.
(i) v sayida blok mevcuttur.
(iii) Her bir nokta k tane blokta bulunur.
(iv) Her bir blokta k tane nokta bulunur.
(v) Herhangi bir blokta A tane ortak nokta bulunur.
(vi) Herhangi iki nokta A blokta birlikte yer alir.
Bu aksiyomlar1 saglayan yapiya simetrik dizayn ad1 verilir (Hall ve Ryser,1951).
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Ornek 1.3.8. 5 x 5 boyutunda 25 kareden olusan bir yapiy1 ele alalim. Bu yapinin
icinde yer alan her bir kare noktalar kiimesini, karenin kendisi hari¢ olmak Uzere

satirinda ve siitununda yer alan kareler ise bloklar kiimesini olustursun.

11 | 12 | 13 | 14 | 15

16 | 17 | 18 | 19 | 20

21 | 22 | 23 | 24 | 25

Sekil 2. (25,8, 2) parametreli bir simetrik dizayn

Yukarida yer alan tabloda B,, blogunu gosterilmistir. Sekilde goriilebilecegi iizere her
bir blokta 8 kare yer alir. Bu noktalar ver bloklardan kiimesinde olusan yapi tanim

geregi (25, 8, 2) parametreli bir simetrik dizayn olusturur.

1.4. Dongiisel Sayilar (Cyclotomic Numbers)

Cyclotomy kelimesi “Daire boliinmesi” anlamina gelir ve birim dairenin ¢evresini esit
uzunlukta yaylarin verilen n sayisina esit sekilde bolme islemini sonucunda elde edilen

koklerin indisler ile ifade edilmesidir.

Tamm 1.4.1. (Déongiisel Sayilar) p € P ve o € N olmak Uzere g =p*=e.f +1
formunda bir asal saymin kuvveti ve g ise (mod q) igin bir ilkel kok olsun.
0 <s,t < eolacak bicimde s,t tam sayilar1 i¢in e mertebeli (s,t), dongiisel sayisi

1 < n < e — 2 araliginda bulunan ve asagidaki kosulu saglayan n tam sayidur.
indyn = s (mod e) ve ind;(n+ 1) =t (mod e)

Burada yola ¢ikarak dongiisel sayilar benzer bir sekilde (a,b) cifti olarakta ifade

edilebilir.
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1 +ge.a+s = ge.b+t(m0d p)

Burada 0 < a,b < f — 1 araliginda yer alir (Thomas Storer, 1967).

Teorem 1.4.1. e mertebeli dongiisel sayilar i¢in (s,t), = (e —s,s —t), esitligi

saglanir (Thomas Storer, 1967).

Teorem 1.4.2. e mertebeli dongiisel sayilar icin asagidaki ifade saglanir (Thomas
Storer, 1967).

(t,8)e , eger f = 0 (mod 2)
(5,0)e = 1 e € y
(t+2,s+2)e, eger f # 0 (mod 2).

Teorem 1.4.3. e mertebeli dongiisel sayilar i¢in asagidaki ifade saglanir (Thomas
Storer, 1967).

f-1, [f cift As=0(mode)] V[ftek As E% (mod e)]

i(s, t)e =
t=0

f, diger durumlarda.

Teorem 1.4.4. e mertebeli dongiisel sayilar i¢in asagidaki ifade saglanir (Thomas
Storer, 1967).

el f-1;t =0(mode)
Z(s:t)e:
s=0 f ; t £ 0(mode).

Teorem 1.4.5. (2. Mertebeden Déngiisel Sayilar) p = 2f + 1 formunda bir asal

olsun. Bu takdirde;

4(0,0), = p—4— (-1
4(0,1); =p — (-1
4(1,0), = 4(L,1); =p-2+ (-1
saglanir (Dickson, 1935).
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Ispat. f = 0 (mod 2) oldugu durumda, Teorem 1.4.1. ve Teorem 1.4.2.den
(0' 0)2 = A
(0' 1)2 = (1, 0)2 = (1, 1)2 = B.

2. mertebeden dongulsel matrisin asagidaki forma sahip oldugu goriiliir

0 1
O[A B
1lLB B

A ve B’nin Teorem 1.4.3. lineer bagintis1 elde edilir
A+ B = f-1

2B = f.
Dolayisiyla bu durumda,

4(0,0), = 4A =2f-4 =p-5,
4(0,1), = 4(1,0), = 4(1,1),=4B = 2f =p-1
olarak bulunur. Simdi f’ in tek oldugu durumu ele alalim.
f # 0 (mod 2) oldugu durumda, Teorem 1.4.1 ve Teorem 1.4.2.’ye gore
(0,0);= (1,0); =(1,1), = 4
(0,1), =B

bulunur. Buna gore 2. mertebeden dongiisel matrisin asagidaki forma sahip oldugu

gorular
0 1
0rA B
14 AF

A ve B’nin Teorem 1.4.3’ten asagidaki lineer bagintis1 elde edilir
A+B = f

24 = f-1.
Dolayisiyla bu durumda,

4(0,0), = 4(1,0), = 4(1,1), = 44 = 2f-2 = p- 3
400,1), =4B =2f +2=p + 1

olarak bulunup istenen elde edilir.
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1.4.6. 3. Mertebeden Dongiisel Sayilar

p = 3f + 1 formunda bir asal ve (mod p)’nin ilkel kdki g olsun. Bu takdirde
Teorem 1.4.1 ve Teorem 1.4.2’den

(0,0), = A

0,1, = (1,0), = (2,2), =B

0,2), = (2,00, = (1,1), =C

(1,2), = (2,1); =D

bulunur. 3. mertebeden dongiisel matrisin asagidaki forma sahip oldugu goriiliir

0o 1 2
0[A B C
1|1B C D
21C D B

A, B, C ve D’nin Teorem 1.4.3 lineer bagintis1 elde edilir

A+B+C=f-1
€y
B+C+B= f.

A, B,C ve D’nin Teorem 1.4.3’ten lineer bagintisi elde edilir. Boylece, 3.dereceden
dongusel sayilar1 belirlemek i¢in A,B,C ve D arasindaki iki dogrusal iliski daha

gereklidir. Gauss‘un,

14 g3®) 4 g3Wa)=1 4 342 = 0 (mod p) (2)

denkleminin ¢ézimlerine N dersek N sayisini iki farkli sekilde sayarak iki dogrusal
iliskiyi nasil elde edilebilecegi gosterilir.

[1k olarak;

-1

Uq,Upz,uz =0
1+ g3u1+ g3u2+1 + g3u3+2 =0 (mod p)

sS85

h=0v =0 u;=0 Uz,uz =0
1+g3ul= g3v+h (mod p) g3vHhyg3u2+1yg3u3+3 = o (mod p)

-

N~
—_/



YRR
B s

Uy,U3 =0
1+g3u2+1—h+ g3u3+2—h5 0 (mod p)

2
— Z(O,h)(l —h2—h)
h=0

= AD + B* + (%
Ikinci olarak;
-1
¥ - ) :

Uq,Up,uz =0
1+ g3uly g3u2+1 4 g3u3+2 =0 (mod p)

S R < \
-2, 2. 2.1 2. L]
h=0v=0 u; =0 Uy,uz =0

14+ g3u2+l= g317+h (mod p) g3v+h+ g3ul4 g3u3+2 =0 (mod p)

N = BC + CD + BD.
N i¢in iki ifadeyi esitleyerek asagidaki denklem elde edilir
AD + B? + C?> = BC + CD + BD 3)
simdi (2)’den
A=D-1 4)
elde edilir. Denklem (4)’1i (3)’te yerine yazilacak olursa,
D = B? + C* + D>*- BC- BD- CD, (5)
(2) ve (5)’ten
4p = 12f + 4 =12(B+ C + D)+ 4 = 36D + 12(B + C)- 24D + 4
= 36(B* + C> + D*-BC-BD-CD) + 12(B + C)- 24D + 4
4p = (-3B- 3C + 6D - 2)? + 3(3B - 3C)?
denklemi elde edilir. Denklemde goriildiigii lizere 4p’nin ikinci dereceden denklemi
A, B, C ve D’yi igeren iki ek dogrusal iliskiyi verir.

_3B-3C +6D-2 =r
{ 3B — 3C =5, (6)

burada r; ve s; tam sayilari
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4p = 17 + 352, 1r; = 1(mod3), s3 = 0 (mod 3) (7)
formundadir. 4 dogrusal denklemin A4, B, C, D i¢in (2) ve (6)’da ¢6ziilmesi sonucunda,

94 = p + 3-8
18B =2p— 13 +3s3—4
18C =2p— r;+3s;— 4
9D = p + 13 + L

Iyi bilinir ki 5 igin tek ¢ozim bulunur fakat s; ‘te isaret belirsizligi mevcuttur. Burada
r3 ilkel kok olan g ‘ye bagimli degildir sadece p ‘ye bagimhidir. Simdi asagidaki
kongriians1 saglayan s; i¢in tek ¢6ziim oldugunu gosterelim.

3s3 = (g#~M7 - g*®V3)r; (mod p).
Bu baginti i¢in asagidaki toplami dikkate alirsak,

p—-1
z = 2(1 4+ x3)P-1/3
x=1
p-1)3 =

mod p igin toplammi iki farkli sekilde yapilr. w = g¢ = g/ (mod p)
kongrilansmnm  ¢oziimleri  bdylece, w3 = 1 (modp), w # 1 (modp),
1+ w+ w? = 0(modp), (w- w?)? =- 3 (mod p) sekilde bulunur.

[Ik olarak, 3. mertebeden ki dongiisel sayilar i¢in elde edilen formiilleri kullanilarak,

3f-1 3f-1 3f-1
Y= DA+ =3) A+ =3 ) A+g™
u=0 u=0 uu:fo/z
2 f-1 f-1
=3). > a+gy
h=0v=0 u=0

1+g3u Eg3v+h (mod p)

Il
w
g
«Q
<

2
1=3 ) wh(0,h);
h=0 1+g3u=g3v+h (mod p) h=0

1
Z (2p + 2r3-16) + w(2p-13 +3s3-4) + w?(2p- 13- 353 - 4))

= % (r3 + ss(w-w?))- 2.

Ikinci olarak da binom teoremi kullanilarak, mod p bulunur,

LTI~ LRy < I
2=, 2, ()= 2 (FT)
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(r-1)/3

_ Z ((p —nl)/3) __y

n=0
p-1|3

mod p ’ye gore bulunan iki ispati bir araya getirerek, asagidaki denklem goriiliir.
3 + ss(w- w?) = 0 (mod p).
Bu kongriians1 (w - w?) ile carparak;
3s3 = (w- w?)r; (mod p)

elde edilir. Boylece s; i¢in isaret belirsizligi ortadan kaldirilir.

Teorem 1.4.6. (3. Mertebeden Déngiisel Sayilar) p = 3f + 1 formunda bir asal ve
(mod p)’nin ilkel kokii g olsun,

{ 4p = 1%+ 3532 =1 (mod3), s3 =0 (mod 3)
)

3s3 = (g¥~D/3 — g?®=D/3)r3 (mod p).
Yukaridaki kongriiansta tek c¢Oziime sahip olan 73 ve s; tam sayilart ic¢in

9A=p + 3-8
188 =2p—1r;+3s;— 4 9)
18C =2p— 13 +3s;—4

D=p+r;+1

dogrusal denklemlerin saglandig: tistteki boliimde ispatlanmistir (Dickson, 1935).
1.4.7. 4. Mertebeden Dongiisel Sayilar
p = 4f + 1 formunda bir asal ve (mod p)’nin ilkel kokii g olsun. Bu takdirde

Teorem 1.4.1 ve Teorem 1.4.2°ye gore f’nin tek ve ¢ift olmasi durumunda

4.dereceden dongusel sayilarin matrisi asagidaki gibidir;

f cift ise f tek ise

o 1 2 3 0o 1 2 3
Ora B ¢ D Ora B ¢ D
11B D E E 1lE E D B .
2|C E C E 2|1A E A Ef @
3D E E B 3lE D B E

A, B, C, D ve E’nin Teorem 1.4.3’ten lineer bagintis1 elde edilir;
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f cift ise f tek ise

A+B+C+D=f—-1 A+B+C+D =f
B+D+2E=f B+D+2E =f
2C+2E=f 24+2E =f—1.

(2)

Burada 4. mertebeden dongiisel say1y1 belirlemek icin 4, B, C, D ve E’yi iceren ikiden

daha fazla lineer denkleme ihtiya¢ duyulur. Bunun i¢in agsagidaki kongriians denklemi

1+ g*i+ g*2 + g% =0(modp),0 < uy, uy, u3 <f -1

k = 3 oldugu gibi iki farkli sekilde sayarsak asagidaki ikinci dereceden denklemler

elde edilir

{AE+BZ+CD+DE=BC+DE+CE+E2, eger f cift ise
AE + BD + BC + DE = AE + E* + AD + BE, eger f tek ise.

Bu noktada f’nin tek ve f’nin ¢ift oldugu durumlari ayr1 ayr1 inceleyelim.
f cift olsun. (3)’den,
0=AE +B?+CD —BC —CE —E*
esitligi saglanir. Simdi (2)’den elde edilen denklerden A bulunacak olursa;
A= —C+2E -1.
Bu denklemi (4)’te yerine yazilirsa;
0=(C—E)?+B?>+CD—-BC—-C?*-E.
Tekrar (2)’den C’yi elde edilirse;
C=(B+D)/2.
O halde
B*+CD—-BC—-C*=(B—-D)*/4
buradan asagidaki denklem elde edilir
0=4(C—E)*+ (B—D)*—-4E.
Ayrica (2)’den
AE = f - 2(C—E)
boylece (6) yeniden yazilabilir.
f=4(C—E)*+2(C—-E)+ (B—D)?
burada her iki tarafi 4 ile ¢arpar ve 1 eklenirse;
p=4f+1= (4(C—E)+1)>+ (2B —2D)?

bu bize gerekli olan iki dogrusal iliskiyi verir;
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4(C—-E)+1= —a,
{ 2B-2D = b, @)

Buradan ise,
p=az+bi a, = —1(mod4) (8)
(2) ve (7) denklemlerinde A, B, C, D ve E i¢in asagidaki ¢oziimleri elde edilir
164 =p + 6a, — 11,
16B =p — 2a4 +4b, — 3
16C =p — 2a4—3
16D =p — 2a4 —4b, — 3
16E =p + 2a, + 1.
iyi bilinir ki a, igin tek ¢ozim bulunur fakat b,‘te isaret belirsizligi mevcuttur.
B6limin sonunda nasil tek ¢6ziime sahip oldugu goriiliir. Simdi f’in tek oldugu
durumu ele alalim.
f tek olsun. (3)’den
0= E?+AD + BE — BD — BC — DE
simdi (2)’den A + C = 2F elde ediyoruz. Boylece C yi elimine edilirse;
0= E?+ AD + AB— BD — BE — DE. 9
Ayrica (2)’den B + D = 1 + 24 oldugu goriildii. Boylece;

{ZB=1+2A+(B—D)
2D =1+2A—- (B - D).

(9)’ 4 ile garpilip (10)’da 2B ve 2D yer degistirilirse;
0 =4E? —4E — 1 —8AE + 4A*> + (B — D)?

(10)

buradan asagidaki denklem elde edilir.
4E 4+ 1= (B—-D)*+4(A—-E)-.
Dolayistyla (7)'den
p=4f+1=4QRA+2E+1)+1=44E+1)+8(A—-E)+1
=4(B—D)*+16(A—E)*+8(A—-E)+1=(4(A—-E)+1)*+ (2B —2D)?
bulunur. O halde

4A-E)+1= a,
{ZB—ZD = b, L

burada D, E, a, ve b, parametreleri cinsinden yazilirsa p’nin formu

p= a:+b: a, =1 (mod4) (12)
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seklinde yazilir. (2)ve (11)denklemlerinde A, B, C, D ve E igin asagidaki
cozimleri elde edilir;

16A=p+ 2a,—7,

16B =p+ 2a, +4b, +1

16C=p— 6a,+1

16D =p+ 2a, —4b, + 1

16E =p — 2a, — 3.
Simdi f’in tek ve f’in ¢ift oldugu durumlarda kongriianslarda ortaya ¢ikan b,’te ki
isaret belirsizligini ortadan kaldirilacaktir

b, = g?VY/*q, (mod 4)

isaret belirsizligini kaldirmak i¢in Gauss toplami argiimanina benzer bir sekilde ele

alarak yapilacak olursa;

p-1
Z = Z(l + x*)p-1/4
x=1

buradaw = g®=Y/* (mod p) dersek w? = —1 (mod p), w® = —w (mod p) ve
w* = 1 (mod p) kongriiaslarin elde edilir.

Simdi ilk olarak ), icinde x,(1 <x <p-—1) ile g*(0 <Su<p-2) yer
degisikligi yapilirsa,

Z = 2a, + 2b, — 2 (mod p).

ikinci olarak ise binom teoremini Y, i¢inde (1 + x*)P~Y/*’¢ uygulayip toplam

sirasini degistirerek asagidaki ifadeyi elde edilir,

Z = —2 (mod p).

Y. = (mod p)’in yukarida bulunan iki sonug karsilagtirilirsa;
a, + byw = 0 (mod p)
elde edilir. Buradan ise;
b, = a,w (mod p)
bulunur. Oyle ki b, icin isaret belirsizligi ortadan kaldirilmis olur. Ozetle, bu bize

asagidaki teoremi verir.
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Teorem 1.4.6. (4. Mertebeden Déngiisel Sayilar) p = 4f + 1 formudan bir asal say1
ve (mod p) nin bir ilkel kdkl g olsun. f = 0 (mod 2) olmasi durumda 4. mertebeden

dongiisel say1 agagidaki dogrusal denkemleri seklinde ifade edilir;

16A =p+ 6a, — 11,
16B =p — 2a4 +4b, — 3
16C =p — 2a,—3

16D =p — 2a, —4b, — 3
16E =p + 2a, + 1.

Eger f =1 (mod 2) ise;

16A =p + 2a,— 7,

16B =p+ 2a, +4b, +1
16C =p— 6a,+1

16D =p+ 2a, —4b, + 1
16E =p —2a, — 3

ile elde edilen ifadeler igin;

2 p-1
p=a;+b? a, = — (2—?> (mod 4), b, = g # a, (mod p)

Kosullar1 altinda tek tiirlii yazilabilen a, ve b, tam sayilar1 i¢in dogrusal denklemlerin

ispati list boliimde verilmistir (Dickson, 1935).

Ornek 1.4.1. 4. mertebeden dongiisel sayilar icin p = 17 ve (mod 17) icin ilkel kok
olan g = 3 sayismi ele alalim. Agikca gorulurkia, = —1 ve b, = +4 olur. Bdylece
g?PV/*q, = 3* = —4 (mod 17) olup b, = (—1)(—4) = 4 (mod17) tam sayis1

elde edilir,
(0,0),=0,(01),=2,(02),=1,(03),=0, (1,2),=1

(mod 4) kalan sinifi i¢in kolayca goriiliir.

ind;1 =0, ind;2 =2, ind33 =1, ind34 =0, ind;5 =1, ind;6 =3, ind;7 =3
ind;8 =2, ind3s9 =2, ind;10 =3, ind;11 =3, ind312 =1, ind;13 =0
ind;14 = 1, ind;15 = 2, ind;16 = 0.
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Ornek 1.4.2. 5. Mertebeden déngiisel sayilarinin matrisini bulalim.
p = 5f + 1 formunda bir asal say1 olsun. Burada e tek tam say1 oldugunda f ¢ift say1
olmalidir. Aksi durumda p ¢ift say1 olup asal say1 olmast durumu ile celisir.

(0,0)s =4, (0,1)s =B, (0,2)s=C, (0,3)s=D, (0,4);s =E, (1,2); =F

(1,3)s =G
olarak kabul edelirse, Teorem 1.4.1 ve Teorem 1.4.2’den,
(0,0)s =4

(0,1)s = (1,0)5 = (4,4)s = B
0,2)s = (2,005 =(3,3)s =C
(0,3)s =(3,0)5 =(2,2)s =D
(0,4)s = (4,05 =(1,1)s =E
(1,2)s = (2, Ds= B4)s=(43)s= 4 Ds=(1,4)s =F
(1,3)s = B Ds=(2,3)s=3,2)s = (4,2)s =(2,4)s =G

dongusel sayilar elde edilir. Simdi bunlar matriste yerine yazilirsa;

0O 1 2 3 4
O[ABCBE]
1|B E F G E|
solc F B G G
3|[BGGCFJ|
4EFGFB

e = 5 i¢in dongiisel sayilar matrisi elde edilmis olur.

1.5 Dongiisel Siniflar (Cyclotomic Classes)

Tamm 1.5.1. p e Pve a € N olmak Gizere g = p* = ef + 1 formunda bir asal

saymin kuvveti ve g, GF (q) cisminin bir ilkel kdk olsun.

Ct =g' < g® >={g®*|0ss<f-1}

L

bu cosetlere GF(q) cismi lzerinde e mertebeli dongiisel (cyclotomy) sinif denir.
Ayrica 0 < i,j <e - 1 tam sayilar1 i¢in,
(G.J)e = [(G; + 1) n G

olarak tanimlanir (Thomas Storer, 1967).
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Teorem15.1. pe Pve ae N olmakizereq = p* = ef + 1 formunda bir asal

saymin kuvveti ve g ise GF(q) cisminin bir ilkel kdk olsun. Bu takdirde;

GF@)/(0) = | J et

i=0
GF(q) kiimesinin elemanlar1 dongiisel (cyclotomy) siniflarin birlesimi olarak ifade

edilebilir (Thomas Storer, 1967).
1.6 Fark Kumeleri

Tamm 1.6.1. (Fark Kiimesi) (G,*) yapis1t mertebesi v olan bir sonlu grup ve D, G’nin
k elemanl bir alt kiimesi olsun. d;, d; € D olmak Uzere d; x dj‘1 seklindeki
elemanlarin olusturdugu ¢oklu A, G’nin birim elemani hari¢ diger tiim elemanlarini A
kez ihtiva ediyorsa D kumesine, G grubu igindeki bir (v, k, 1) — parametreli fark
kiimesi denir.

[k kisimda da bahsettigimiz gibi fark kiimelerinde genel olarak toplamsal gruplari ele

alacagimiz i¢in tanimi toplamsal gruba gore dizayn edilebilir (Lander,1953).

(G, +) mertebesi v olan sonlu toplamsal bir grup ve D ise G’nin k elemanli bir alt
kiimesi olmak Uzere D iizerinde tanimlanan ¢oklu kiimesi i,j € {1,2,3,...,v — 1} ve
[ # j sayilar1 i¢in;

A={d;—d;|d,d; €D,d; #d;}
seklinde ifade edilebilir. Burada A ¢oklu kiimesi G grubunun birim eleman1 yani Op
elemani hari¢ diger tiim elemanlarin1 A kez igeriyorsa D kiimesine (v, k,A) — fark

kiimesi denir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Ornek 1.6.1. (Z;1,®) grubunda D = {1, 3, 4, 5, 9} alt kiimesinin fark kiimesi
oldugunu gosterelim.

Eleman sayist az olan gruplarda fark kiimesi olup olmadigmi incelerken kolaylik
saglamas1 amaciyla tablo tizerinde inceleyecegiz. Simdi A ¢oklu kiimesi i¢in bir tablo

olusturalim.
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Tablo 1. (Z1,®) grubunda D = {1, 3,4, 5, 9} fark kiimesi i¢in ¢oklu kiime tablosu.

Z411/{0} A= 2
1

OO Bl WwWIN

AR lOlolOlololMl oo
[
Wk Oo w hMaialkLlw b~

W W kR AMWOAlR| W~
[]
Ao~ OOIROlRk|lWw

10

Tabloda gorildigii tizere A kiimesi (Z,,, ®) grubundaki birim eleman haricinde diger

elemanlar1 A = 2 kez i¢erdiginden D kiimesi bir (11, 5, 2) — fark kiimesidir.

Tamm 1.6.2. (Fark Fonksiyonu) (G, +) mertebesi v olan bir degismeli grup ve D,
G’nin (v, k, 1) — fark kiimesi olsun. Bu takdirde fark fonksiyonu su sekilde tanimlanir,
dp(x) = |(D+x) ND| = 2

burada x € G/ 0;’dir (Cunsheng Ding, 2014).
Yukaridaki 6rnekte (Zq1,®) grubunda D = {1, 3,4,5,9} alt kiimesinin fark kiimesi
oldugunu gormiistiik. Simdi fark fonksiyonun bir 6rnegine bu fark kiimesi lizerinde
bakalim. Keyfi bir x € G/ 0, alalim, 6rnegin x = 2 olsun.
dp(2) =|(D+2) ND|

=1({1,3,4,59}+2)n {1,3,4,5,9} |

=1{0,3,5,6,7} n {1,3,4,5,9}|

=1[{3,5}| =2
olup dp(2) = 2 = A esitligi goriiliir. Diger x € G/ O iginde dp(x) = 2 esit oldugu
acik¢a goriilebilir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Teorem 1.6.1. (G,*) mertebesi v olan bir degismeli grup ve D ise G nin (v,k, 1) —
fark kiimesi olsun. Bu durumda;
w—DA=k(k-1)

esitligi her zaman saglanir (Moore ve Pollatsek, 2013).
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Ispat. D, G grubunun bir (v, k, 1) parametreli bir fark kiimesi olsun. Bu takdirde A
¢oklu kiimesinde D nin k tane elemani mevcut oldugdan d;, d; € D ve d; # d; olmak
Uzered; * dj_l seklinde k(k — 1) tane eleman bulunabileceginden A ¢oklu kiimesinin
eleman sayis1 k(k — 1) olarak bulunur. Diger taraftan D fark kiimesi oldgundan G
grubunun birim eleman: hari¢ diger (v — 1) tane elemanmi A kez igerecektir. Bu
ylizden D’nin A ¢oklu kiimesinin eleman sayis1 (v — 1)A olacaktir. Béylece istenen
esitlik elde edilmis olur.

Burada bilmemiz gerek sey; bu teorem fark kiimesi olmasi durumunda her
zaman dogrudur. Fakat bu teoremin varligi her zaman o yapmin bize fark kiimesi
oldugunu goéstermez. Ornegin; (111,11,1) — paremetreli bir projektif uzaymda bu
teoremi saglanmasina ragmen bir fark kiimesi tegkil etmez.

Fark kumelerinde 6teleme; herhangi bir fark kiimesinde grubun biriminden
farkli sececegimiz eleman ile fark kiimesinin elemanlarini isleme koydugumuzda
olusacak olan yeni kiimeninde fark kiimesiyle ayni parametrelere sahip bir fark kiimesi

oldugu goriilebilir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Tamim 1.6.3. (Oteleme) (G, +) grubunda D bir k elemanl: bir (v, k , ) parametreli bir
fark kimesi ve g € G olsun. g+ D ={g +dy,g + d,,g + ds, ..., g + d;} kimesi
de bir (v, k, 1) parametreli bir fark kiimesidir. Bu olusan fark kiimesine D’nin g ile
Otelemesi denir.

Burada g € G oldugundan dolayr G grubunun birim elemani haricinde
v — 1 tane olup D fark kiimesinin toplamda v — 1 tane 6telemesi mevcut olup D fark

kiimesi ile ayn1 parametrelere sahip olur (Lander, 1983).

Ornek 1.6.3. (Z,4,®) grubunda D = {1, 3, 4, 5, 9} alt kiimesinin fark kiimesi oldugu
ornekten biliniyor. Simdi ise bu fark kiimesinin bir 6telemesini ele alalim. Ornegin;
g = 7 i¢in bakalim. g = 7 i¢in Otelemesi 7+ D ={7+1, 7+ 3,7+4,7+5,7 +
9} ={0, 1, 5, 8, 10} olur. Simdi 7 + D kimesinin fark kiimesi oldugunu tablo

yontemiyle gosterelim.
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Tablo 2. (Z,41,®) grubunda D = {0, 1,5, 8, 10} fark kiimesi i¢in ¢coklu kiime tablosu.

Z11/{0} A=2
1 1-0 4-3
2 10-38 1-10
3 8-5 0-8
4 5-1 1-8
5 10-5 5-0
6 5-10 0-5
7 8-1 1-5
8 8-0 5-8
9 10-1 8-10
10 0-1 10-0

Tabloda goriildiigii tizere D’nin Otelemesi olan 7 4+ D kimesi de yine bir

(11,5, 2) parametreli bir fark kiimesidir.

Tamm 1.6.4. (A¢imim) (G, +) degismeli grubunda D < G bir fark kiimesi olsun.
Burada tekralanan yapmin noktalar1 G kiimesinin elemanlari, bloklarmi ise D fark
kiimesinin biitiin Gtelemeleri tarafindan olusuyorsa bu tekrarlanan yapiya D’nin

acinimi denir ve devD ile gosterilir (Lander, 1983).

Ornek 1.6.4. (Z,, +) grubu ve fark kiimesi olan D = {1, 2, 4} alt kiimesini ele alalim.
(Z,,+) grubunda D = {1,2,4} alt kiimesinin bir fark kiimesi oldugu kolayca
gosterilebilir. Simdi burada tekrarlanan yapinin noktalarmi Z, kiimesinin elemanlar1
ve Ya € Z, igin a + D fark kiimelerini de bu yapmin bloklar1 olarak kabul edelim.
Yani bloklar kiimesini B ile gosterirsek;
B=1{{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{0,4,5},{1,5,6},{0,2,6},{0,1,3} }
seklinde olusur. B kiimesinden olusan bu yap1 D fark kiimesinin butiin 6telemelerini

icerdiginden bir aginim teskil eder.

Tamm 1.6.5. (TUmleyen) D; ve D, mertebesi v olan bir G grubunun ayrik iki farkl

fark kiimesi olsun. D; U D, = G oluyorsa bu D; ve D, fark kiimeleri birbirlerinin
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tiimleyeni olarak adlandirilir ve D; = D§ veya D, = Dy seklinde gosterilir (Lander,
1953).

Burada D,ve D, fark kiimelerinin parametreleri arasinda iliski vardir. D; fark
kiimesinin parametrelerini (v, k, A) olarak kabul edersek tlimleyeni olan D, fark
kiimesinin parameterlerini D; fark kiimesinin parametrelerin cinsinden yazabiliriz.
Kabul edelim ki D, fark kiimesinin parametreleri ( v, k', 2") olsun. D,, G grubundan
bir fark kiimesi oldugundan v’ = v olur. Diger taraftan D; U D, = G ve D; fark
kiimesinin mertebesi k oldugundan k' = v — k oldugu goriiliir. Teorem 1.6.1 bulunan
k(k —1) = A(v— 1) denklemi A’ icin uyarlarsak,

KK -1 @w-Rw-k-1) vw-1) 2k@-1) Kk -k
-0 - w-D - "w-D_

A v—2k+ 1

olarak bulunur. O halde,
W, kA=W, v—kv—2k+ Q).

Teorem 1.6.2. (Paley Fark Kimeleri) p € P ve m € Nolmak lzere p™ =
3 (mod 4) olacak sekilde bir asalin kuvveti ve D, G = GF(p™) cisminin toplam

grubunda kuadratik rezidulerin smifl olsun. Bu durumda D,

(q,qT_l,%) parametreleriyle bir fark kiimesidir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Ornek 1.6.5. (Fano Uzay) (Z,,+) grubunda D = {1, 2,4} alt kimesi bir (7,3,1)

parametreli fark kiimesi oldugunu biliyoruz. Bu fark kiimesi bir Paley fark kiimesidir.

Cunku g = 7 birasal olup (7,(7 —1)/2,(7 — 3)/4) — fark kiimesidir.

Teorem 1.6.3. p € P ve x tek tam say1 olmak iizere p = 4x? + 1 formunda bir asal
say1 ve G = Z, olsun. O halde G’deki sifirdan farkli tiim elemanlarm dérdiincii

kuvvetlerinin kiimesi bir fark kiimesidir (Lehmer, 1953).
Ornek 1.6.6. x = 3 olmak lzere p = 4.32 + 1 = 37 formunda bir asal say1 olup

Zs, grubunda 4. kuvvetlerinin olusturdugu D = {1,2,7,9,10,12,16,26,33,34}

smifi (37,9, 2) parametreli bir fark kiimesidir.
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Teorem 1.6.4. p € P ve x tek tam say1 olmak iizere p = 4x2 + 9 formunda bir asal
say1 ve G = Z, olsun. O halde G’deki tiim elemanlarin dordiincii kuvvetlerinin

kiimesi bir fark kiimesidir (Lehmer, 1953).

Ornek 1.6.7. x = 1 olmak Uzere p = 4.1* + 9 = 13 formunda bir asal say1 olup
Z,5 grunuda dordiincii kuvvetlerin olusturdugu D = {0,1,3,9} smifi (13,4,1)
parametreli bir fark kiimesidir.

Teorem 1.6.5. (Ikiz Asal Fark Kiimeleri) p, (p + 2) € P olmak Uzere G = Z, @ Zy+,
olsun. D kiimesi G ’nin bir alt kiimesi olmak tizere;

) Dy={(ab)|a€Z,b=0}

ii) D, ={(a,b)|ave b alindiklari cisimde sifirdan farkli kare olan sayilar}

iii) D; = { (a, b) | a ve b alindiklar1 cisimde kare olmayanlar}

bu kosullar1 saglayan D,, D,, D; € G alt kiimeleri ayrik olup birlesimlerinden olusan

D = D; U D, U Dy bir fark kiimesi teskil eder (Cunsheng Ding, 2014).

Ornek 1.6.8. 5ile 7 ikiz asal olmak iizere Teorem 1.6.5’ya gore G = Zg U
Z tizerinde fark kiimesi tanimlanabilir. Teoremin uygulanabilmesi i¢in 5 ile 7 asal
sayilarinin kuadratik rezidiilerin ve kuadratik non-rezidiilerin kiimeleri bulunmasi
gerekmektedir. Zs = {0,1,2, 3,4} kimesinde kuadratik rezidiler {1, 4} kuadratik
non-rezidiler {2,3}. Z, ={0,1,2,3,4,5,6} kimesinde kuadratik reziduler {1, 2,4}
kuadratik non-rezidiler {3, 5,6} Teorem 1.6.5’den,

i) D, ={(0,0),(1,0),(2,0),(3,0), (4,0}

i) D, ={(1,1), (1,2),(1,4),(4,1),(4,2),(4,4)}

iii) D; ={(2,3),(2,5),(2,6),(3,3),(3,5),(3,6)}
kiimeleri elde edilir. O halde burada olusan fark kiimesi;
D = D;U D,UD,

= {(0,0),(1,0), (2,0), (3,0),(4,0),(1,1),(1,2),(1,4), (4, 1), (4, 2), (4,4, (2,3),

(2,5),(2,6),(3,3),(3,5),(3,6)}.
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Teorem 1.6.6. (Hadamard Fark Kimeleri) t € Z* olmak Uizere mertebesi v = 4t —
1 olan devirli degismeli gruplar tizerinde tanimlanmustir. t € {0, 1, ...,v — 1} olmak

uzere (v,k,A) = (4t — 1,2t — 1,t — 1) parametrelerine sahip fark kiimesidir.

Teorem 1.6.7. (McFarland Kimeleri) g € P olmak lizere F = GF(q) cismi Uzerinde
s + 1 boyutlu V vektor uzay ile devirli ve degismeli olmayan gruplar iizerinde fark

kiimesi olusturmustur. Parametreleri ise;

(v, k,A) = <q5+1 l_qsﬂ mE 1] q° l_qsﬂ — 1] q’ [qs — 1])

q-—1 q-—1 q—1
sekilindedir (Cunsheng Ding, 2014).

Tanim 1.6.6. (Hemen Hemen Fark Kiimesi) (G, +) mertebesi v olan toplamsal bir
grup ve D, G’nin k elemanl bir alt kiimesi olsun. G birim eleman1 hari¢ t eleman1 D
kiimesinin elemanlarmin farklari tarafindan A kez temsil edilirken benzer sekilde birim
ve t eleman haricinde v —t — 1 eleman A + 1 kez temsil edilir. Buna gore D alt
kiimesi G grubu icerisinde (v, k, A, t) paremetreli bir hemen hemen fark kiimesidir
(Moore ve Pollatsek, 2013).

Teorem 1.6.8. (G,*) mertebesi v olan bir degismeli grup ve D ise k elemanl

(v, k, A, t) — hemen hemen fark kiimesi olsun. Bu durumda;
kk(k—1D)=A2v-1D+t=LA+Dw-1)—t

esitligi her zaman saglanir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Ispat. D, (v, k, A, t) parametreli bir hemen hemen fark kiimesi olsun. Bu takdirde A
¢oklu kiimesinde D’nin k tane elemani mevcut oldugundan d;, d; € D ve d; # d;
olmak Uzere d; * dj_l seklinde k(k — 1) tane eleman bulunabileceginden A ¢oklu
kiimesinin eleman sayis1 k(k — 1) olarak bulunur. Diger taraftan D hemen hemen fark
kiimesi oldugundan G grubunun birim elemani hari¢ (v — 1 — t) eleman1 A kez diger

t elemani ise A + 1 kez goriineceginden A kiimesinin eleman sayist A(v — 1 —t) +

A+Dt=Av—1)+t=QA+1)(v—1) — tolarak bulunur.
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Ornek 1.6.9. (Z,,,®) grubunda D = {1,2,4,8,9,13, 15,16} alt kiimesinin bir tablo

yardimi ile hemen hemen fark kiimesi oldugunu gosterelim.

Tablo 3. (Z,,,®) grubunda D = {1,2,4,8,9,13,15, 16} fark kiimesi i¢in ¢coklu
kiime tablosu.

Z47/{0} A=3 A=4
1 2-1 9-8 16 -15 -
2 4-2 15-13 1-16 -
3 4-1 16 -13 1-15 2-16
4 8—-4 13-3 2-15 -
5 9-4 1-13 4-16 13-8
6 8-2 2-13 4-15 15-9
7 9-2 8-1 15-8 16-9
8 9-1 8-16 16-8 -
9 13-4 1-9 4-13 -
10 1-8 2-9 8-15 9-16
11 2-8 9-15 13-2 15-4
12 4-9 8-13 13-1 16-8
13 4-8 9-13 15-2 -
14 1-4 13-16 15-1 16-2
15 16-1 2—-4 13-15 -
16 1-2 8-9 15-16 -

Tabloda goriildiigi tizere A kimesi (Z,,,®) grubundaki birim eleman haricinde 8
elemanmi A = 3 kez igerirken diger 8 elemant 4 + 1 = 4 icerdiginden D alt kiimesi

(17,8, 3,8) — hemen hemen fark kiimesi olur.

Tanim 1.6.7. (Hemen Hemen Fark Fonksiyonu) (G, +) mertebesi v olan bir degismeli
grup ve D, G’nin (v,k,A,t) — hemen hemen fark kiimesi olsun. Bu takdirde hemen
hemen fark fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

dp(x) = |(D+x) ND| = 1 veyai+1
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burada x € G/ 0, ve G’nin birimden farkl t elemani i¢in A degeri alirken v — 1 — ¢t

elemani iginse 4 + 1 degerini alir (Cunsheng Ding, 2014).

Tanmim 1.6.8. (Timleyen) D; ve D, ayrik alt kiimeleri mertebesi v olan G grubunda
sirasiyla (v, kq, A4, t) ve (v, ky, A5, t) parametreli iki hemen hemen fark kiimeleri
olsun. Eger D; U D, = G oluyorsa D, ve D, birinin tumleyenidir denir.

Fark kiimelerinde de oldugu gibi birbirinin tiimleyeni olan D; ve D, hemen hemen fark
kiimelerinin parametreleri birbirleri ile iliskilidir. Yani k; + k, = volupk, = v — k;

ve Teorem 1.6.1°e gére A, = v — 2k, + A, olarak bulunur (Lander, 1953).

Teorem 1.6.9. (G,+) mertebesi v olan bir degismeli grup ve D, (v, ';4;1, %)

parametreli bir fark kiimesi ve d € G/D olsun. Eger 2d, D kiimesinin iki farkli

v+3 v-5 v—1)

elemanin toplami seklinde yazilamiyorsa D U {d} kiimesi G’de bir (v, TR

)

parametreli bir hemen hemen fark kiimesidir (Thomas R. Morrice, 2015).

Ornek 1.6.10. (Z,,,®) grubunda D = {0,1,4,14, 16} alt kimesi (21,5,1) — fark
kiimesidir. Buarada d =3 € G/D i¢in 2d = 2.3 = 6 sayis1t D kimesinin keyfi iKi
elemanmin toplami olarak yazilmaz. Bu nedenle Teorem 1.6.9 geregi D U {3} =

{0, 1, 3,4,14, 16} kimesi bir (21,6, 1,10) — hemen hemen fark kiimesi olur.

v+3 v+3)

Teorem 1.6.10. (G,+) mertebesi v olan bir degismeli grup ve D, (v, T 1c

parametreli bir fark kiimesi ve d € D olsun. Eger 2d, D kiimesinin iki farkli elemanin

toplami1 seklinde yazilamiyorsa D / {d} kiimesi G’de bir (v, 174;1, %, 172;1)

parametreli bir hemen hemen fark kiimesidir (Thomas R. Morrice, 2015).

Ornek 1.6.11. (Z,3,®) grubunda D = {0,1,4,9} alt kimesi (13,4,1) — fark
kiimesidir. Burada d =0 € D igin 2d = 2.0 =0 sayis1 D kimesinin keyfi iKi
elemanin toplami olarak yazilamaz. Bu nedenle Teorem 1.6.10 den dolay1 D / {0} =

{1, 4,9} alt kiimesi G’de bir (13, 3,0, 6) — hemen hemen fark kiimesidir.
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Tamm 1.6.9. (Kismi Fark Kiimesi) G mertebesi v olan bir grup, bu grubun k elemanl
bir D alt kiimesi olsun. D kiimesinin elemanlarmi A ¢oklu kiimesi A kez iceriyorken
G / D kiimesinin elemanlar1 u kez igeriyorsa bu yapiya (v, k, A, u) — kismi fark kiimesi
denir.

Ozel olarak u = A ise D bir fark kiimesi, u = A + 1 olursa D bir hemen hemen

fark kiimesi olur (Cunsheng Ding, 2014).

Ornek 1.6.12. (Z;3,®) grubunda D = {1,3,4,9,10,12} alt kiimesinin

(13, 6,2,3) — parametreli kismi fark kiimesi oldugunu gésterelim.

Tablo 4. (Z,5,®) grubunda D = {1, 3,4,9, 10, 12} fark kiimesi i¢in ¢coklu kiime

tablosu.

Z43/{0} A=2 p=3
1 4-3 10-9 -
2 3-1 12 -10 1-12
3 4-1 12-9 -
4 1-10 3-12 -
5 1-9 4-12 9-4
6 9-3 3-10 10-4
7 3-9 4-10 10-3
8 9-1 4-9 12-4
9 10-1 12-3 -
10 1-4 9-12 -
11 1-3 10-12 12-1
12 3-4 9-10 -

Tabloda gorildigi tizere (Z,3,®) grubunda D = {1,3,4,9,10,12} alt kimesi
(13,6,2,3) — kismi fark kiimesidir. Ayrica bu yap1 u = A+ 1 olup tabloda da

gortldigi tizere (13,9, 2,6) — hemen hemen fark kiimesidir.
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1.7 Déongiisel Siiflar ile Elde Edilen Fark Kiimeleri ve Hemen Hemen Fark

Kumeleri

Teorem 1.7.1. (Lehmer Teoremi) g € P olmak tizere ¢ = ef + 1 formunda bir asal

say1 ve g ise GF(q) cisminin bir ilkel kok olsun. Bu takdirde C, dongiisel smifi,

(g, (f—1), (f —1)/e) parametrelerine sahip GF(q)’da bir fark kiimesidir ancak ve ancak
A= (10) = (f-1/e

buradai = 0,...,e - 1 seklindedir (Lehmer, 1965).

Ispat. D = C, bir fark kiimesi ise Teorem 1.4.1’"dev-1 =q- 1 = ef vek = f
f(f-1)=(@-1)A=(f-1) /e = A olarak bulunur. a € C; olsun. Bu durumda
a~! e Ce_ioldugu agiktir. Fark fonksiyonunu tanimlayalim;
dp(a) = [(Co+a) NG| =4

=|(alC+ aal)n alC| =21

=|(atC+1)n alC| =2

= [(Ce—i+ 1) NCey | = A
Tanim 1.4.1. geregi asagidaki ifade elde edilir

=(e-i,e-i) =1
Teorem 1.4.1°den ise,

=(,0) = 4

elde edilir. Sonolarak A = (i,0): i = 0, ... ,e - 1ise Teorem 1.4.3’¢ gore,

eA =§(i,0)=f—1

olup (f - 1)/e = (i,0) = Aistenen elde edilir.

Teorem1.7.2. q € Polmak Uizere ¢ = ef + 1 formunda bir asal say1ve g ise GF(q)
cisminin bir ilkel kok olsun. Bu takdirde;

C¢ U {0} dongiisel smifi, GF(p)’da (q, (f +1),(f + 1)/e) parametreli bir fark

kiimesidir ancak ve ancak
1+ (0,0) = (i,0) = (f + D/e,
burada i = 0, ... ,e-1.
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Ispat: Teorem 1.7.1 ispati ile benzer sekilde yapilir (Lehmer,1965).

Teorem 1.7.3. Asagidakiler (GF(r),+) cismi tzerinde dongusel fark kiimesi
listesidir.

r-1 r-3
4

i. CZ dongiisel sinifi, (T'T' ) parametreleri ile bir fark kiimesidir.

Buradar = 3 (mod 4) formundadir (Cunsheng Ding, 2014).

" o r—-1 r-5
ii. C? dongiisel smif, (T‘,T, —

) parametreleri ile bir fark kiimesidir.

Buradar = 4t? + 1 ve t tek say1 formundadir (Cunsheng Ding, 2014).

iii. CZ U {0} dongiisel smifi, (r,TTH, T:

) parametreleri ile bir fark kiimesidir.

Buradar = 4t? + 9 ve t tek say1 formundadir (Cunsheng Ding, 2014).

. . . -1 -9 .- . . .y
iv. CZ dongiisel smfi, (r%2—4) parametreleri ile bir fark kiimesidir.

Burada r = 8t? + 1 = 64u?+ 9, u ve t tek say1 formundadir (Cunsheng Ding, 2014).

V. CZ2 U {0} dongiisel sinify, (r,TT”, :;7

) parametreleri ile bir fark kiimesidir.

Buradar = 9t? + 49 = 64u? + 441, uve t tek say1 formundadir (C. Ding,
2014).

Ornek 1.7.1. r = 7 olsun. Bu durumda,
Ccé¢ = {1,2,4} smfi (Z,, o)’de (7,3,1) — fark kiimesidir.

Ornek 1.7.2. r = 37 olsun. Bu durumda,
C¢ = {1,7,9,10,12,16, 26,33, 34} smifi ( Zs7, #)’de (37,9, 2) — fark kiimesidir.

Ornek 1.7.3. r = 13 olsun. Bu durumda,
c® v {0} = {0,1,3,9} smfi (Zis, ¢)’de (13,4, 1) — fark kiimesidir.

Ornek 1.7.4.r = 73 olsun. Bu durumda,
C8= {1,2,4,8,16,32,37,55,64} smifi (Zzs, «)’de (73,9, 1) — fark kiimesidir.

Teorem 1.7.4. C§uU Cf U C$ dongiisel smifi, (GF(r),+) cismi Uzerinde
(r,%,%) parametreleriyle bir fark kiimesidir. Burada r = 4t2+27 ve

(3,t) epop = 1 formundadir (Cunsheng Ding, 2014).
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Ornek 1.7.5. r = 31 = 4.1? + 27 ve ilkel kokii g = 3 olsun. Bu durumda;
D =CéuU CPuCS= {1,23,4,568,1215,16,17,23,24,27,29,30}
(Z34, ®)’de (31,15, 7) — fark kiimesidir.

Teorem 1.4.5. Varsayalm [ = t? +2=3 (mod 8) bir asal saymm kuvveti ve
q = [%olsun. Burada t e Z olmak Uzere,

D=cguc®uciuct

r-1 r-5 r-1

kiimesi (GF(r) ,+) cismi Uzerinde (T’T’ YR

)

) parametreleriyle bir hemen

hemen fark kiimesidir (Cunsheng Ding, 2012).
Bu yapmin, bu parametrelerle sonsuz sayida hemen hemen fark kiimesi
olusturabildigini acikca goriiliir. Ornegin q = 32, 112, 35, 832, 2272, ... bu teoremi ispat
etmek icin 8.mertebeden ddngiisel sayilar1 kullanacagiz. 64 dongiisel say1 (j, k), belirli
bir g = 8f + 1 icin en fazla 15 degere sahiptir. Bu degerler q, x,y, a ve b cinsinden
ifade edilebilir
q =x*+ 4y? = a? + b?,x=a= 1(mod 4).

Burada g =1 (mod 16) ve q= 9 (mod 16) olmak Uzere iki durum mevcuttur. Bu
iki durum i¢in de dongiisel sayilar ve 15 temel sabit arasindaki iligkiler hesaplanir.
Teorem icin biz sadece ikinci durumu yani g = 9 (mod 16) denkligini ele alacagiz ve

dongusel sayilar ve 15 temel sabitler arasinda olan iliski i¢in ise asagida verecegimiz

Tablo 1.5 ve Tablo 1.6 kullanilmustir.

Tablo 5. ¢ =9 (mod 16) oldugunda 8.mertebedeki dongiisel sayilarmn iliskileri

U, k) 0 1 2 3 4 5 6 7

0 (0,00 (,1) (0,2 (0,3 (0,49 (0,5 (0,6) (0,7)

1,0 @1 @2 (3 (@©O5 (@3 @3 @n

2,00 (2,1 20 (@7 (©,6) (1,3 (0,20 (1,2

11y @1y @1y (@O0 (©O7n @7 (1,2 (0,1

0,00 (1,00 (20 (1,1 (@O0 (1,0 (2,00 (1,1

1,0 @©7n @7 (@12 (©1) (1,1 (2,1 (2,71

2,00 @17 (0,6 (1,3 (0,2 (1,2 (2,00 (2,1

~Njojobh|lwiN] -

(1,1 (1,2 (1,3 (0,5 (0,3 (1,3 (1,7 (1,0

Teoremi ispatlamak i¢in asagidaki lemmalardan faydalanilmistir.
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Lemma 1.4.1. ¢ = 8 oldugunda, 64 (j, k) dongusel sayisinin g = p™ = x2 + 4y% =

a? + b? fonksiyonun tek gosterimi asagida belirtilmistir.

(YEgerp =1 (mod4)ise q = x% + 4y?, x = 1(mod 4) p™ nin tek gosterimidir.

Aksi halde,

g = (£p™%)? + 4.02, bagka bir deyisle x = +p™/2, y = 0.

Tablo 6. ¢ =9 (mod 16) iken 8. mertebeden dongiisel sayilar

2 kuadratik rezidi ise

2 non-kuadratik rezidi ise

64(0,0) g¢g—15—2x qg—15—10x — 8a
64(0,1) g+ 1+2x—4a— 16y g+ 1+2x—4a— 16b
64(0,2) g+ 1+6x+8a— 16y qg+1—2x+ 16y
64(0,3) g+ 1+2x—4a— 16y g+ 1+2x—4a—16b
64(0,4) q+1—18 q+1+6x+24a
64(0,5) g+ 1+2x—4a+ 16y g+ 1+2x—4a+16b
64(0,6) g+ 1+6x+8a+ 16y qg+1—2x— 16y
64(0,7) g+ 1+2x—4a— 16y qg+1+2x—4a+ 16b
64(1,0) ¢g—7+2x+4a q—7+2x +4a+ 16y
64(1,1) q-7+2x+4a qg—7+2x +4a— 16y
64(L,2) g+ 1— 6x+4a+ 16b g+ 1+2x—4a
64(1,3) g+ 1+2x—4a g+ 1—6x+4a
64(1,7) g+ 1—6x+4a— 16b qg+1+2x—4a
64(2,0) ¢g—7-2x—8ag qg—7+6x

642,1) gq+1+2x—4a g+ 1—6x+4a

(ii) Eger p =1 (mod 8) veya p = 3 (mod 8) ise q = a+ 4b?, a = 1(mod 4)

p™'nin tek gosterimidir. Aksi halde,

q = (£p™?%)? 4+ 2.0%, baska bir deyisle a = +p™?2, b= 0. Burada yve b’de

isaret belirsizligi mevcuttur.



Lemma 1.4.2. p =3 (mod 8) ve m ¢ift olsun. Burada qg = p™ olmak Uzere GF(q)
da 2 kuadratik rezidtdur.

Ispat. Genelligi bozmadan @, GF(q)* cisminin primitif kokii kabul edelim. Bu

-1

takdirde o = @r-1, GF(q)* da bir primitif koktur.
p = 3 (mod 8) oldugundan, GF(p)'de 2 bir kuadratik rezidii olmayip 2’nin
logaritmasmi GF (p)’de r ile ifade ettigimiz bir tek sayidir. O halde GF(q)’da 2’nin

logaritmasi pp__llr formunda olup burada p:_—11 = 0 (mod 4) oldugunu gostermek
yeterlidir. p:_—11 = 0 (mod 4) oldugu ise tanim geregi agiktir.

Simdi teoremi ispatlayalim.
j=0,1,...,7ig¢in;

A;

|(D+ 67) nD|
=((GNn N GNCH+0) N (CnCinCncs)
=|(Gncncnc)+e) n(nencnc)
=[(Co+0)nCo|+ [(Co+0)nCi|+][(Co+0) NGy
+ |(Co +6') N G|
+(C,+0)nC|+|(ci+0)ncy| +|(C,+0)nc,| + (¢, +67) ncs|
+(C+0)nC|+|(C+)ncy| +|(C+6))nC, | + |(C,+67)ncs|
+|(cs+0)nc | +|(cs+0)ney| +|(cs+0)nc,| + |(Cs+6))nCs|
=N+ 1 =D+ (H2=-D+(5-D+A—j, =)D+ A —j,1-))
+1-j,2-D+A-j5-D+ Q—-j,-D+ 2—-j1-)) +2-j,2-))
+@2-j5-D+6G-j,-ND+6G-j1-D+ E-j2-D+E-j5-))
| = 3 (mod 8) oldugudan dolay1 ikinci duruma yani ¢ = 9 (mod 16) denklemi elde
edilir. O halde Tablo 1.6’da bulunan dongiisel sayilar ve Tablo 1.5’deki 8. mertebedeki
dongusel sayilar arasindaki iliski kurulabilir. Buradan p, bazi t tam sayilari igin

t? + 2 formunda bir asalin kuvveti ve bununla birlikte p = 3 (mod 8) ve r tek olmak

uzere [ = p™ formundadir. Boylece asagidaki denklemlere ulasilir.
_ 16q — 48 + 8x — 8a — 48y

A0:A4 64.
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_ 16q —80 —16x + 16a — 32y

b=l = 64

16q — 48 + 8x — 8a — 16y
A2=A6= 64

16q — 16
A=A, = e

Lemma 1.4.1°¢ gore x = =,y =0, a= —l+4 ve b= +2t oldugu goriiliir.
Yukarida yer alan Ay, Ay, A,, A3z, Ay, As, Ag, Az ifadelerinde yerine yazilirsa,

_9-5

(g-1) (g-5) (gq-1) )

olur. Béylece D kiimesi (GF(q), +) cismi Uzerinde (q, i

parametreli bir hemen hemen fark kiimesidir.

Ornek 1.7.6. (Zy,®) grubunda D = {1,2,4,5} alt kiimesinin hemen hemen fark

kiimesi oldugunu gosterelim.

Tablo 7. (Zo, ®) grubunda D = {1, 2,4,5} fark kiimesi i¢in ¢oklu kiime tablosu.

Zo/{0} A=1 A+1=2
1 5-4 2-1
2 4-2 _
3 5-2 4-1
4 5-1 —
5 1-5 —
6 2-5 1-4
7 2-4 -
8 4-5 1-2

Tabloda goriildiigi tizere (Zo ,®) grubunda D = {1, 2,4, 5} alt kiimesi (9, 4, 1, 4) —

hemen hemen fark kiimesidir.
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2.YAPILAN CALISMALAR

Bu ¢alisma da dongiisel sayilar, dongiisel smiflar ve fark kiimelerinin tanimlar1 ve
teoremleri verilmis ve dongiisel smiflar ile fark kiimelerinin arasindaki baglant1 ele
alimmistir. Ayrica bazi dongiisel sayilardan elde edilen smiflar verilmis olup
MATLAB programlama dilinde dongiisel sinifin elemanlarindan olusan kiimelerin
tekrarlama matirisi olusturularak uygun kosullar altinda uygun parametreli fark
kiimesi oldugunu gosteren bir kod calismasi yapilmaistir.

Dongiisel siniflar1 elde etmek i¢in iizerinde ¢alisilan sinifin ilkel kokiine ihtiyac
duyuldugundan ilk olarak ilkel kokiin elde edilmesine yonelik kod yazilmistir.
Sonrasinda ise MATLAB uygulamasi {izerinden 6zel olarak ele almis oldugumuz
uygun kosullar1 saglayan kuadratik rezidiilerden elde edilen smifi, CZ dongiisel smifi,
C2? dongiisel smifi, C2 U {0} dongiisel siuifi, CZ dongiisel smifi ve CS U CP U C¢
smiflar1 elde edilmistir. Fark kiimesi olabilmesi i¢in bu siniflarda yer alan elemanlarin
birbirlerinin farklarina bakilarak matris olusturulurmus ve bu farklarinin kag¢ defa
tekrarlandigi1 ele alinmistir. Bu farklardan olusan elemanlarin tekrarlanma sayisina

gore ise fark kiimesi olup olmadig1 incelenmistir.
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2.1. Kuadratik Rezidulerden Elde Edilen Fark Kumeleri icin MATLAB

Uygulamasi

Burada MATLAB programlama dili tUzerinde GF(q) cismi Uzerinde kuadratik
rezidillerinden elde edilen smifin (r,%,%) parametreli fark kiimesi teskil edip

etmedigi kontrol edilmistir.

% Fark Kimeleri

$Burada ele alacagimiz kalan siniflarinin kimesi ic¢inde kuadratik
rezidl siniflarinin fark kimesi olup olmadigini gOsterecediz.
$Yasin YILMAZ...

x =59 ; %G grubunu mertebesi
list = []; %Kuadratik rezidi icin olusturdumuz Sinif...

o)

% Fark kimesi icin bir D sinifi olusturuyoruz.

for i=1: ((x-1)/2)
list (i) = mod(i”2,x);%Kuadratik rezidi sinifini olusturuyoruz.
end

$ Fark Kumesi olmasi durumunda D sinifinda elde edilen fark kimesi
icin Lamda elde ediyoruz.

k = length(list); %$Elde etmis oldugumuz rezidiiler sinifi ile
Lamda = (k*(k-1))/(x-1); %Parametreleri olusturuyoruz.
Lamda

$D sinifinin elemanlarin birbirlerinden farkini alarak matris elde
%ediyoruz.

for i=1:k
for j=1:k
matris(i,j) = mod(list(i)-1list(j),x);
end
end

matris

[

% D sinifinda kalan sinifini hangi elemani tekrar ettigini daha
rahat gorebilmek adina matrisi vektdr haline getiriyoruz.

sayac=0;

Sekil 3. Kuadratik Rezidulerden Elde Edilen Fark Kuimeleri icin MATLAB
Uygulamasi
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for i=1:k
for j=1:k
sayac=sayac+l;
vektor (sayac)=matris (i, ]j);
end
end

as_vektor=sort (vektor) ;
matris;

$Vektorde birim elemani hari¢ diger tidm kalan sinifinin diger
elemanlarin kac¢ defa tekrarlandidini sayiyoruz. Baska bir deyisle
coklu kimeyi olusturuyoruz.

for i=1l:x-1
saycheck=0;
for j=l:sayac
if i==as_vektor (j)
saycheck=saycheck+1;
end
end

diffcheck (i)=saycheck;
end

$Tekrarlanan elemanlarin sayisi ayni olup olmamasi durumuna gore
fark kitmesi teskil edip etmedigini kontrol ediyoruz.

u = sort (diffcheck)
farkcheck=0;

for i=2:x-1
if diffcheck(i)~=diffcheck(i-1)
fprintf ('fark kiimesi degildir')
farkcheck=1;
break
end
end

if farkcheck==
fprintf (' (%d , %d , %d) parametreli fark kimesidir', x,Lamda, k)
end

Sekil 3 (Devam). Kuadratik Rezidulerden Elde Edilen Fark Kiimeleri icin MATLAB
Uygulamasi
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Tablo 8. Kuadratik Rezidii Programin Calisma Stireleri

Kuadratik Rezidiilerden Elde Edilen Fark Kiimeleri I¢in Programin Calisma

Sureleri

(v, kD Programin Caligma Stiresi

(11,2,5) 0.001086

(19,4,9) 0.007533
(23,5,11) 0.007545
(31,7,11) 0.026996
(43,10,21) 0.012141
(47,11,23) 0.016246
(59,14,29) 0.0146884

2.2. Ilkel Kok Elde Eden MATLAB Uygulamasi

Dongiisel siniflar1 elde etmek igin ilkel kdke ihtiya¢ duyuyoruz. Burada mertebesi asal

veya asalin bir kuvveti olan sayilar i¢in ilkel kok hesapliyoruz.

o\°

GF(g) cismi icin ilkel kok
Burada herhangi bir cisim icin ilkel kok elde edecegiz.
Yasin YILMAZ...

o\°

o\°

G = 61; % G burada ilkel kokiind bulacagimiz cismin mertebesi..
say=0;

for k = 1:(G-1)
for 1 = 1:(G-1)
s=sym(k); % Matlab bluylk sayilari double cinsine g¢eviriyor.
yvani vyaklasik olarak 16 digit.l6 digitten Dbiylik cikan sayilari
Matlab yorumlamakta yetersiz kaliyor.
list (i) = mod(s"i,G);
end

kok=sort (list);

if kok == (1:(G-1))

fprintf ('%d ilkel koktiir\n ', k)
say=say+l;
end

end

Sekil 4. Tlkel Kok Elde Eden MATLAB Uygulamas1
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Tablo 9. Baz1 Sonlu Cisimlerin Uretecleri Bulduran Programm Calisma Siireleri

Cismin Mertebesi Bazi Uretegleri Calisma Siireleri
GF =7 g =35 2.286035
GF = 11 g=26,78 2.641429
GF = 13 g=26,711 2.671315
GF = 17 g =3,56,7,10,11,12,14 2.944777
GF = 19 g =2,3,10,13,14,15 3.411356
GF = 23 g=>5,7,10,11,14,15,17,19, 20, 21 4.166111
GF = 29 g=2,3,810,11,14,15,18,19, 21,26 5.781075
GF = 31 g=3,11,12,13,17,21,22,24 6.212491
GF = 41 g=2=6,7,11,12,13,15,17,19,22,24 9.468939
GF = 43 g =3,512,18,19,20,26,28,30,33 10.288304
GF = 47 g =>5,10,11,13,15,19,20,22,23,26 11.843020
GF = 53 g =2,35,8,12,14,18,19,20, 21,22 14.059225
GF = 59 g =2,6,810,11,13,14,18,23,24,30 17.466538
GF = 61 g=2,6,710,17,18,26,30,31, 35,43 17.632158
GF = 67 g =2,7,11,13,18,20, 28,31, 32, 34, 20.986326
GF =171 g =7,11,13,21,22,28,31,33,35,42 23.315177
GF =73 g =5,11,13,14,15, 20, 26, 28,29, 31 24.783640
GF =79 g =3,6,7,28,29,30,34,35,37,39 28.457946
GF = 83 g =2,56,813,14,15,18,19,20, 22 32.704982
GF = 89 g=3,67,13,14,15,19,23, 24,26 37.505741
GF = 97 g =>5,7,10,13,14,15,17,21, 23,26 42.518980

GF = 101 g=2,3,728,11,12,15,18,26,27,28 46.424824
GF = 103 g =>5,6,11,12,20,21,35,40,43,44 46.525955

Yukarida verilen cisimlerin bazi iiretegleri ve ¢alisma siireleri saniye olarak ele
alimmistir. Cismin mertebesi arttikga istisnai durumlar hari¢ genel olarak iiretec
sayilar1 artmaktadir. Bu nedenle programdan elde edilen baz iireteglere tabloda yer

verilmigtir. Bu iiretecler yukarida yer alan kod ¢alismasindan elde edilmistir.
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2.3. C2 Dongiisel Sinif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB Uygulamasi

-1 r-3
4

CZ dongiisel smifi, (rrT ) parametreleri ile bir fark kiimesidir.

Burada r = 3 (mod 4) formundadir. ilk olarak p = 3 mod(4) formunda olan asal

sayilar1 bulalim.

o

Asal Sayilar
3 = mod4 formunda olan asal sayilari elde ediyoruz.
Yasin YILMAZ

o

o

a = primes (100);
b = length(a);

for i=1:b
if mod(a(i),4)==3
fprintf ('%d ',a(i))
end
end

Sekil 5. C2 Dongiisel Sinif ile Elde Edilen Fark Kiimesi I¢in Uygun Parametrelerin
MATLAB Uygulamasi
Simdi elde etmis oldugumuz p asal sayilar1 icin GF(p) cismi Uzerinde CZ2

dongiisel smifinin fark kiimesi oldugunu gosterelim.

Fark Kimeleri
Burada CO doéngiisel sinifi ile elde edilen siniftan (r, (r-1)/2,
r-3)/4) parametreli fark kiumesi oldudunu gdsteriyoruz.
%Yasin YILMAZ...

o\°

—~ o°

= 2; %Grubun ilkel kokiint giriyoruz.

= 59; %Grubun mertebesini giriyoruz.

r = e.f+1 formundaki asal sayisi icin e = 2 dongiisel sinifini elde
edecegiz.

o0 R Q

2
(
for i
s
C

End

Sekil 6. C2 Dongiisel Smif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB Uygulamast

45




[

% Fark Kimesi olmasi durumunda CO donglsel sinifindan elde edilen
fark kiimesi ic¢in Lamda elde ediyoruz.

k = length(CO);

Lamda = (k*(k-1))/(r-1);
Lamda

k

%C0O sinifinin elemanlarin birbirlerinden farkini alarak matris elde
sediyoruz.

for i=1:k
for j=1:k
matris(i,j) = mod(CO(i)-CO(3),r);
end
end

o)

% CO sinifinda kalan sinifini hangi elemani tekrar ettigini daha
rahat

o)

% gbrebilmek adina matrisi vektdr haline getiriyoruz.
sayac=0;

for i=1:k
for j=1:k
sayac=sayactl;
vektor (sayac)=matris (i, J);
end
end

as_vektor=sort (vektor) ;

%Vektorde birim elemani hari¢ kalan sinifindaki diger elemanlarin
kac defa tekrarlandidini sayiyoruz.

for i=1l:r-1
saycheck=0;

for j=l:sayac
if i==as_vektor (j)
saycheck=saycheck+1;
end
end

diffcheck (i)=saycheck;

end

Sekil 6(Devam). CZ Dongiisel Siif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB
Uygulamasi
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$Tekrarlanan elemanlarin sayisi ayni olup olmamasi durumuna gore
fark
$kimesi teskil edip etmedigini kontrol ediyoruz.

for i=2:r-1
farkcheck=0;

if diffcheck(i)~=diffcheck(i-1)
fprintf ('fark kimesi degildir')
farkcheck=1;
break
end

end

if farkcheck==

fprintf ('CO0 doéngiisel sinifi (%d , %d , %d) parametreli fark
kiimesidir', r, k, Lamda)
end

Sekil 6(Devam). C2 Dongiisel Sinif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB
Uygulamasi

Tablo 10. €2 Sinifindan Elde Edilen Fark Kiimesi Programinin Caligma Siireleri

€2 Smifindan Elde Edilen Fark Kiimesi Programmnin Calisma Siireleri

(v, k, D Uretec Programm Calisma Siiresi
(11,5,2) g=2 1.043149
(19,9,4) g=2 5.108764
(23,11,5) g=5 9,331579
(31,157 g=3 21.994241
(43,15,7) g=3 60.475515
(59,29,14) g=2 164.789183
(67,33,16) g=2 249.156928
(83,41,20) g=2 492.955801
(107,53,26) g=2 1089.295520
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2.4. C2 Dongiisel Snif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB Uygulamasi

C2 dongiisel sinifl, (r%lrl;:) parametreleri ile bir fark kiimesidir.
Buradar = 4t? + 1 vet tek say1 formundadir. ilk olarak r = 4t? + 1 ve t tek

say1 formunda olan sayilar1 bulalim.

o

Asal Sayilar

sr = 4.t%"2 +1 ve t = 2k+1 formunda olan asal sayilari elde
ediyoruz.

$Yasin YILMAZ

for t=1:2:19
r = 4*(t"2)+1;
if primes(r)
a(t)= r;
end
end

b = sort(a);

for i=1l:1length (b)
if b(i) ~=0
k = b(i:length(b))
break
end
end

Sekil 7. C2 Dongiisel Sinif i¢in Uygun Parametreleri Bulduran MATLAB
Uygulamasi

Simdi elde etmis oldugumuz r asal sayilar1 i¢in GF(r) cismi Uzerinde CZ?

dongiisel siifinmn fark kiimesi oldugunu gosterelim.

oS

s Fark Kimeleri

$Burada C4 donglisel sinifi ile elde edilen siniftan(r, (r-1)/4, (r-
5)/16) parametreli fark kimesi oldugunu gbsteriyoruz.

$Yasin YILMAZ...

= 101; %Grubun mertebesini girelim.

= 2; %Grubun ilkel koékint girelim.

= 4; %Donglisel sinifin mertebesi...

(r-1)/4;

QR

Sekil 8. CZ Dongiisel Simif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB Uygulamast
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for i=1:f

s = sym(g)
C4 (i) = mod(s"((e*(i-1))+2),r); %C4 Doénnglisel sinif olusturulur.
end

% Fark kimesi olmasi durumunda CO doénglisel sinifindan elde edilen
fark kiimesi ic¢in Lamda elde ediyoruz.

k = length(C4);

Lamda = (k*(k-1))/(r-1);
Lamda

k

%C4 sinifinin elemanlarin birbirlerinden farkini alarak matris
elde
sediyoruz.
for i=1:k

for j=1:k

matris(i,j) = mod(C4(i)-C4(j),r);

end
end
% C4 sinifinda kalan sinifini hangi elemani tekrar ettigini daha
rahat gorebilmek adina matrisi vektdr haline getiriyoruz.

sayac=0;
for i=1:k
for j=1:k
sayac=sayac+l;
vektor (sayac)=matris(i,j);
end
end

as_vektor=sort (vektor) ;

%Vektorde birim elemani haric¢ kalan sinifinin diJer elemanlarin kacg
defa tekrarlandigini sayiyoruz.

for i=l:r-1
saycheck=0;
for j=l:sayac
if i==as_vektor (j)
saycheck=saycheck+1;
end
end
diffcheck (i)=saycheck;
end

$Tekrarlanan elemanlarin sayisinin ayni olup olmamasi durumuna gore
fark kiimesi teskil edip etmedigini kontrol ediyoruz.

Sekil 8(Devam). C2Déngiisel Smif ile Elde Edilen Fark Kiimesi i¢in Uygun
Parametrelerin MATLAB Uygulamasi
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farkcheck=0;

for i=2:r-1
if diffcheck(i)~=diffcheck(i-1)
fprintf ('fark kimesi degildir')
farkcheck=1;
break
end
end

if farkcheck==0

fprintf ('C4 dongltsel sinifi (%d , %$d , %d) parametreli fark
kiimesidir', r, k, Lamda)
end

Sekil 8(Devam). C2Déngiisel Smif ile Elde Edilen Fark Kiimesi i¢in Uygun
Parametrelerin MATLAB Uygulamasi

Tablo 11. C? Sinifindan Elde Edilen Fark Kiimesi Programinm Calisma Siireleri

C2 Smifindan Elde Edilen Fark Kiimesi Programmin Calisma Siireleri

A Uretec Programin Caligsma Stiresi

(5,1,0) g=2 0.129343

(37,9,2) g=2 9.879958
(101,25,6) g= 198.434371

2.5. €2 U {0} Dongiisel Simif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB

Uygulamasi

C2 U {0} dongiisel smif, (r%rl—f) parametreleri ile bir fark kiimesidir.

Buradar = 4t% + 9 vettek say1 formundadir. Ik olarak v = 4t? + 9 ve ttek say1

formunda olan sayilar1 bulalim.
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o

Asal Sayilar
r =4.t"2 +1 ve t = 2k+1 formunda olan asal sayilari elde ediyoruz.
%$Yasin YILMAZ

o

for i=1:2:40
r(i) = 4*(1i%2)+9;
end

b = sort(r);

for i=1l:1length (b)
if b (i) ~=0
k = b(i:length(b));
break
end
end

Sekil 9. €2 U {0} Déngiisel Sinif ile Elde Edilen Fark Kiimesi I¢in Uygun
Parametrelerin MATLAB Uygulamasi

Simdi elde etmis oldugumuz r asal sayilar1 igin GF (r) cismi tizerinde CZ U {0}

dongiisel smifinin fark kiimesi oldugunu gosterelim.

%Burada C4 U {0} donglsel sinifi ile elde edilen siniftan(r,
(r+3)/4, (r+3)/16) parametreli fark ktmesi oldudunu gosteriyoruz.
%Yasin YILMAZ...

r = 109; %Grubun mertebesi girelim.

g 41; %Grubun ilkel kokiini girelim.

e = 4; $DOnglUsel sinifin mertebesi..
f = (r-1)/4;

for i=1:f
s = sym(qg);
C4 (i) = mod(s™((e*(i-1))+2),r);
if 1 ==
C4 (i+1) = 0
end
end

% Fark Klimesi olmasi durumunda C4 doénglisel sinifindan elde edilen
fark kiimesi ic¢cin Lamda elde ediyoruz.

k = length(C4);

Lamda = (k* (k-1))/(r-1);

Lamda

Sekil 10. €2 U {0} Déngiisel Sinif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB
Uygulamasi
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$C4 sinifinin elemanlarin birbirlerinden farkini alarak matris
elde ediyoruz.

for i=1l:k
for j=1:k
matris(i,j) = mod(C4(i)-C4(3),r);
end
end
matris

Q

% C4 sinifinda kalan sinifini hangi elemani tekrar ettidini daha
rahat gdrebilmek adina matrisi vektdr haline getiriyoruz.

sayac=0;
for i=1l:k
for j=1:k
sayac=sayac+1l;
vektor (sayac)=matris (i, J);
end
end

as_vektor=sort (vektor)

%Vektorde birim elemani haric kalan sinifinin dier elemanlarin kacg
defa tekrarlandigini sayiyoruz.

for i=l:r-1

saycheck=0;

for j=l:sayac
if i==as_vektor (j)

saycheck=saycheck+1l;

end

end

diffcheck (i)=saycheck;

end

%$Tekrarlanan elemanlarin sayisi aynl olup olmamasi durumuna gore
fark kiimesi teskil edip etmedigini kontrol ediyoruz.

farkcheck=0;
for i=2:r-1
if diffcheck(i)~=diffcheck (i-1)
fprintf ('fark kiimesi degildir')
farkcheck=1;
break
end
end
if farkcheck==
fprintf('C4 U {0} donglisel sinifi (%d , %d , %d) parametreli
fark kiimesidir', r, k,Lamda)
end

Sekil 10(Devam). CZ U {0} Déngiisel Sinif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin
MATLAB Uygulamas1
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Tablo 12. €2 U {0}Sinifindan Elde Edilen Fark Kiimesi Programinin Calisma Siireleri

CZ? U {0} Smifindan Elde Edilen Fark Kiimesi Programmin Calisma Siireleri

(v, k, 1) Uretec Programin Calisma Siiresi
13.41) g=2 6.485963
(109,38,7) g9=6 109.855609

2.6. CZ% Dongiisel Sinif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB Uygulamasi

e r—1 r-9
C& dongiisel smfi, (T‘,T; ”

) parametreleri ile bir fark kiimesidir.

Burada r = 8t + 1 = 64u?+ 9, u ve t tek say1 formundadir. Ilk olarak r = 8t + 1 =

64u2+ 9, u ve t tek say1 formunda olan sayilar1 bulalim.

Asal Sayilar
= 4.t"2 +1 ve t = 2k+1 formunda asal sayilari elde ediyoruz.

3r
%$Yasin YILMAZ
for t=1:2:100

a(t) = 8*(t"2)+1;
end

b = sort(a);
for i=1l:1length(b)
if b(i) ~=0
k = b(i:length(b));
break
end
end

for u=1:2:300
m(u) = 64* (u™2)+9;
end

p = sort(m);
for i=1l:1length (p)
if p(i) ~=0
1 = p(i:length(p));
break
end
end

Sekil 11. €2 Dongiisel Sinif i¢in Uygun Parametreleri Bulduran MATLAB
Uygulamasi
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for j=l:length (1l

| ~

if k(i) == 1(3)
v(i) = k(i);
end
end
end
f = sort(v);

for i=l:length(f)

if £(i) ~=0
s = f(i:length(f));
break
end
end

Sekil 11 (Devam). CZ Déngiisel Sinif Igin Uygun Parametreleri Bulduran MATLAB
Uygulamasi

Simdi elde etmis oldugumuz r asal sayilar1 i¢in GF(r) cismi Uzerinde Cz

dongiisel smifinin fark kiimesi oldugunu gosterelim.

o\°

Fark Kimeleri

%Burada C8 donglisel sinifi ile elde edilen siniftan

5 (r, (r-1)/8, (r-9)/64) parametreli fark kimesi oldugunu
gbsteriyoruz.

%$Yasin YILMAZ...

o\°

= 78409; %Grubun mertebesi girelim.
= 2; %Grubun ilkel koékint girelim.

Q R

@

= 8; %$Donglsel sinifin mertebesi..
(r-1)/8;

h

for i=1:f

s = sym(qg)
C8(i) = mod(s”((e*(i-1))+4),r);
end

% Fark kiimesi olmasi durumunda C8 doéngiisel sinifindan elde edilen
fark kiimesi ic¢cin Lamda elde ediyoruz.

k = length(C8);
Lamda = (k*(k-1))/(r-1);

Sekil 12. CZ Dongiisel Smif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB Uygulamasi

54



$C8 sinifinin elemanlarin birbirlerinden farkini alarak matris elde
ediyoruz.

for i=1l:k
for j=1:k
matris(i,j) = mod(C8(i)-C8(j),r);
end
end

% C8 sinifinda kalan sinifini hangi elemani tekrar ettidini daha
rahat gdérebilmek adina matrisi vektdr haline getiriyoruz.
sayac=0;
for i=1l:k
for j=1:k
sayac=sayac+l;
vektor (sayac)=matris (i, ]j);
end
end
as_vektor=sort (vektor);

%Vektorde birim elemani hari¢ kalan sinifinin dider elemanlarin
kac defa tekrarlandigini sayiyoruz.

for i=1l:r-1
saycheck=0;
for j=l:sayac
if i==as_vektor (j)
saycheck=saycheck+1;
end
end

diffcheck (i)=saycheck;
end

%$Tekrarlanan elemanlarin sayisi aynl olup olmamasi durumuna gore
fark kiimesi teskil edip etmedidini kontrol ediyoruz.

farkcheck=0;
for i=2:r-1
if diffcheck(i)~=diffcheck (i-1)
fprintf ('fark kiimesi degildir')
farkcheck=1;
break
end
end
if farkcheck==
fprintf ('C8 dongiisel sinifi (%d , %d , %d) parametreli fark
ktiimesidir', r, k, Lamda)
end

Sekil 12 (Devam). €& Déngiisel Sinif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB
Uygulamasi
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2.7. €§ U C§ U C§ Dongiisel Sinif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB

Uygulamasi

CSU €S U CS dongisel smifi, (GF(r),+) cismi Uzerinde (r, —, Tf)

parametreleriyle bir fark kiimesidir.

o°

Fark Kimeleri
Burada C6-0 U C6-1 U C6-3 donglisel sinifi ile elde edilen
siniftan

% (r, (r-1)/2, (r-3)/4) parametreli fark kimesi oldugunu
gosteriyoruz.

%Yasin YILMAZ...

o°

r = 31; % Grubun mertebesini
g = 3; %$Ilkel k&kil giriniz

e = 6; %Donglsel sinifin mertebesi
f= (r-1)/6;
for i=1:f

s = sym(qg)

C6(i) = mod(s”((e*(i-1))+0),r); %C6-0 Dobnglisel sinifi
end
for i=1:f

s = sym(qg)

Co(i+f) = mod(s”((e*(i-1))+1),r); % Co6-1 Dobnglisel sinifi
end
for i=1:f

s = sym(qg)

Co(i+2*f) = mod(s” ((e*(i-1))+3),r); % C6-3 Donglisel sinifi
end

% Fark kimesi olmasi durumunda C6-0 U C6-1 U C6-3 dénglisel sinifindan
elde edilen fark kimesi icin Lamda elde ediyoruz.

k = length(Co);
Lamda = (k*(k-1))/(r-1);

$C6-0 U Co6-1 U Cb6-3 sinifinin elemanlarin birbirlerinden farkini
alarak matris elde ediyoruz.

for i=1:k
for j=1:k
matris(i,j) = mod(C6(i)-C6(j),r);
end
end

Sekil 13. C& U Cf U C¢ Dongiisel Sinif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin MATLAB
Uygulamasi
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% C6-0 U C6-1 U C6-3 sinifinda kalan sinifini hangi elemani tekrar
ettigini daha rahat gbrebilmek adina matrisi vektdor haline
getiriyoruz.

sayac=0;

for i=1l:k
for j=1:k
sayac=sayac+1l;
vektor (sayac)=matris (i, J);
end
end

as_vektor=sort (vektor);
matris

%Vektorde birim elemani hari¢ kalan sinifinin dider elemanlarin
kac defa tekrarlandidini sayiyoruz.

for i=1l:r-1

saycheck=0;

for j=l:sayac
if i==as_vektor (j)

saycheck=saycheck+1;

end

end

diffcheck (i)=saycheck;

end

%$Tekrarlanan elemanlarin sayisl aynil olup olmamasi durumuna gore
fark kiimesi teskil edip etmedigini kontrol ediyoruz.

farkcheck=0;

for i=2:r-1
if diffcheck(i)~=diffcheck(i-1)
fprintf ('fark kiimesi degildir')
farkcheck=1;
break
end
end

if farkcheck==

fprintf ('CO0 dongiisel sinifi (%d , %d , %d) parametreli fark
ktiimesidir', r, k, Lamda)
end

Sekil 13 (Devam). C§ U CP U C$ Dongiisel Smif ile Elde Edilen Fark Kiimesinin
MATLAB Uygulamas1
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Tablo 13. €Z Swnifindan ve C§ U € U C¢ Sinifindan Elde Edilen Fark Kiimesi

Programinin Calisma Siireleri

CZ Smifindan Elde Edilen Fark Kiimesi Programinm Caligma Siireleri

(v, k, 1) Uretec Programin Calisma Siiresi
(13,1,0) g=2 0.105881
(73,9,1) g=>5 47.122384
Cé u CP U C$ Smifindan Elde Edilen Fark Kiimesi Programinin Calisma
Sureleri
(v, k, D Uretec Programm Calisma Siiresi
(31,15,7) g=3 7.549850
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2.8. Bulgular

Bu tez calismasinda dongiisel sayilar, dongiisel siniflar ve fark kiimeleri ve
ozellikleri ile ilgili bir literatiir 6zeti verilmis olup 6zellikleri incelenmis ve ihtiyacimiz
olan tanim, teorem verilerek, fark kiimesi ile dongiisel smiflar arasindaki iliski
verilmistir.

Uzerinde cokca calismalar yapilan fark kiimeleri icin birgok ydntem
gelistirilmistir. Dongilisel siniflarda bu metotlardan birisidir. Bu g¢aligmada fark
kiimelerini elde etmek icin dongiisel siniflardan elde edilen siniflarin fark kiimesi
oldugunu gostermeye yonelik MATLAB programlama diliyle fark kimeleri elde
edilmistir. Ozel olarak kuadratik reziduler, C2 dongiisel siniflari, CZ dongiisel smiflari,
C2 U {0} dongiisel smiflari, Cz dongiisel smiflar1 ve CSU CP U C$ dongusel
smiflarindan elde edilen smiflarin yonelik fark kiimesi olduguna yonelik kod
caligmalar1 yapilmistir. Ayni zamanda bu kod calismasi Intel(R) Core(TM) i5 —
5200U, 2.20Hz islemci ve 4 GB yiiklii bellege sahip bir bilgisayarda yiiriitiilmiis olup
ayriyeten ¢alisma siireleri verilmistir. Yapilan ¢alismalar dogrultusunda daha yiiksek
islemci ve yiikli bellege sahip farkli bir bilgisayarlarda yiiriitiildiigiinde bu surenin

azaldig1 gozlemlenmistir.
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3. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada dongiisel sayilarin tanimi, 1. mertebeden, 2. mertebeden, 3.
mertebeden ve 4. mertebeden dongiisel sayilar, dongiisel siniflar ve fark kiimeleri ile
ilgili baz1 teoremler ve ispatlar1 verilmistir. Ayrica dongiisel siniflardan 6zel olarak
elde edilmis olan siniflarin fark kiimesi teskil ettigi teoremler ile ifade edilmis ve bu
smiflarm fark kiimesi olduguna yonelik o6rnekler verilmistir.

Yapilan caligmalar kisminda ise ilk olarak bir cisim i¢in kuadratik rezidi
smifinin fark kiimesi oldugunu ve bu 6zel olarak ele almig oldugumuz dongiisel
smiflarm fark kiimeleri oldugunu gosteren MATLAB programlama diliyle yazilmis
kod ¢aligmalar1 sunulmustur ve ¢ikan sonuglarin ¢aligma siireleri verilmistir.

MATLAB programlama dilinde mertebesini ve ilkel kokiinii girdigimiz cisim
icin C2 dongiisel smiflarmn, C? déngiisel siniflarinm, C7 U {0} dongiisel siniflarinn,
CZ dongiisel smiflarmmn ve C& U C£ U C$ dongiisel smiflarmin fark kiimesi olduguna

yonelik 6rnekler sunulmustur.
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3.1. Oneriler

Dongiisel sayilardan olusturulan dongiisel siniflardan fark kiimesi, hemen hemen
fark kiimesi vb. fark kiimeleri elde etmek miimkiindiir. Fakat dongiisel sayilarmin
mertebesi arttik¢a cismin mertebesi de arttigindan, dongiisel siniflarda elde edilecek
olan fark kiimesini veya hemen hemen fark kiimesini oldugunu gostermek daha zor
olacaktir. Bunun i¢in bu yapilar1 ele alabilmek icin bilgisayar yardimina matematiksel
programlara, farkli program dillerine ihtiya¢ duyulabilir. Programlama dilinde
yazilmis bu kodlar vasitasi ile simdiye kadar elde edilmemis farkli parametrelere sahip
fark kiumeleri, hemen hemen fark kiimeleri veya kismi fark kiimeleri elde edilip

teoremler olusturulabilir.
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